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一  引言 

 

 

 
Lie 群和 Lie 代数的理论是近代数学中的一个重要分支 是挪威数学家 M.S.Lie

1842-1899 在十九世纪后期创建的 由于受 Lagrange Abel Galois 等学者用群论方法

研究代数方程求解问题得到巨大成功的启发 Lie 提出了用变换群的方法来研究微分方程的

求解问题及用无穷小变换来研究变换群的方法 近代的 Lie群与 Lie代数理论就是在 Lie 的

开创性工作的基础上发展起来的 群 变换群 的概念起源于对几何图像对称性的研究 虽

然历史悠久 但未成为一种解决问题的系统方法 这一情况到了十八世纪后期才发生了本质

的变化 法国数学家 J.Lagrange(1736-1813)在研究代数方程求解问题时认识到根的排列与

置换理论是解代数方程的关键所在 开创了用置换群的理论来研究代数方程求解问题的新阶

段 在此基础上 挪威数学家 N.H.Abel(1802-1829)与法国数学家 E.Galois(1811-1832)发展

和应用了群论的方法彻底解决了代数方程用代数方法求解问题 关于这方面的进一步介绍

有兴趣的学者可以参看附录 1 用根的置换理论解二 三次代数方程  

与代数方程有关的置换群是有限群 即由有限个元素构成的群 对这种群的研究纯属

代数问题 而 Lie 引进的与微分方程有关的变换群则是由有限个连续参数所确定的变换所构

成的无限群 这种确定群的元素的连续变化的参数可以看成广义的坐标 所以 Lie 研究的变

换群除了群的结构外 还具有流形的结构 其元素可以看成是流形上的点 关于流形的概

念可参看 李世雄. 波动方程的高频近似与辛几何. 第四章 因而 Lie群是代数 几何与分

析的有机结合 其理论和方法对近代数学的许多分支有重要的影响和作用  
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二 Lie群的概念 

 
群的定义 设G是一个集合 若满足下列 4 个条件 则称G为一个群 Group  

1  G中有一种对应规则 通称为乘法 对G中任意二元素 ,g h G∈ 对应G中的一

元素 k 称为 g与h之乘积 记为 (k g h= D 或 )gh  

此性质称为群的乘法的封闭性  

2  乘法满足结合律 对G中任意三元素 , ,g h k满足 ( ) ( )gh k g hk=  

3  G中存在一个幺元 e 使对G中任意元素 g 均有 ge eg g= =  

4  G中每一元素 g 均存在一逆元
1g −

使
1 1gg g g e− −= =  

 

群的乘法一般不满足交换律 若一群G的任意两个元素的乘法均可交换 gh hg=

,g h G∀ ∈ 则称G为可交换群或 Abel 群  

 

子群 设G为一群 H为G的一个子集 ( )H G⊆ 若H也是一个群 按照G中的规

定的乘法 则称H是G的子群  
 

例1  全体实数 或复数 对加法构成一 Abel 群 此时群的乘法就是普通的加法  

设 E表示有理数全体 则 E是 的子群  

设 V 表示全体偶数 则 V 是 E 的子群 当然也是 的子群 问题 无理数全体 或

奇数全体是否 的子群  

例2  全体实数除去零 0 或全体复数除去 0 0 对乘法构成一 Abel 群 这时群

的乘法就是普通的乘法  

问题 全体实数 或全体复数 对普通的乘法运算不构成群 这是为什么  

 

例3  {1, 1, , }G i i= − − 对复数乘法运算构成一有限 Abel 群 这里 1 是 G的幺元 -1 的逆

元就是-1 i 与-i 互为逆元  
 
例4  行列式不为零的 n 阶实矩阵全体对矩阵乘法构成一群 n 阶全线性群 记为

GL(n,R) 它的元素由
2n 个独立实参数所确定 按照下面将要给出的定义可见
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GL(n,R)是一个
2n 维 不可交换 Lie 群  

 
例5  行列式为 1 的 2 阶实矩阵全体对矩阵乘法构成一群 二阶 实 特殊线性群 SL 2

R 因为二阶实矩阵
a b
c d
 
 
 

由四个实数 , , ,a b c d 构成 由于行列式为 1 的要求

使他们必须满足条件 1ad bc− = 所以 (2, )SL R 中的元素由 3 个独立的实参数所

确定 按照下面将要给出的定义可见 (2, )SL R 是一个三维 不可交换 Lie 群 而

且它是 (2, )GL R 的子群  

 
例6  行列式为 1 的 n 阶实矩阵全体对称矩阵乘法构成一群 n 阶特殊线性群

( , )SL n R 这是一个
2 1n − 维 不可交换 的 Lie群 而且是 ( , )GL n R 的子群  

 
例7  行列式不为 0 的 n阶复矩阵全体对矩阵乘法构成一群 n阶 复 全线性群

( , )GL n C  

行列式为 1 的 n阶复矩阵全体对矩阵乘法构成一群 n阶 复 特殊线性群

( , )SL n C ( , )GL n C 是
22n 阶 不可交换 Lie群 ( , )SL n C 是

22 2n − 阶 不可

交换 Lie群  

显然 ( , )GL n R 与 ( , )SL n C 都是 ( , )GL n C 的子群 ( , )SL n R 是 ( , )SL n C 的子群  

 

上面我们所举的群的例子 除例 1 外 其元素均为矩阵 实数或复数可看成是一阶

矩阵 运算法则均为矩阵乘法 这种群称为线性群 线性群是最重要的也是最有代表性

的一类 Lie群 今后在应用中遇到的 Lie群基本均为线性群 可以说掌握了线性群也就

基本上掌握了 Lie群 下面我们来给出 Lie群的定义  

 

Lie 群的定义 设G 是一个 r维流形 同时G又是一个群 其幺元记为 e 因 e又

是流形G 中的一点 所以可取定一个包含 e的局部坐标邻域U 在U 中取定坐标系

{ , }U ϕ 设取 e为坐标原点  

( ) (0,0, ,0) (2.1)eϕ = "  

对U 中的三元素 , ,g h k 设其坐标分别为  
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1 2

1 2

1 2

( ) ( , , , ),
( ) ( , , , ),
( ) ( , , , ).

r

r

r

g x x x
h y y y
k z z z

ϕ
ϕ
ϕ

=
=
=

"
"
"

                                   (2.2) 

则群的乘法 k gh= 可以用相应的坐标来表示  

1 1 1 1

2 2 1 1

1 1

( , , ; , , ),
( , , ; , , ), (2.3)

( , , ; , , ).

r r

r r

r r r r

z f x x y y
z f x x y y

z f x x y y

=
=

=

" "
" "

"""""
" "

 

(2.3) 在 不 致 引 起 混 淆 时 可 简 记 为    

( , )z f x y=  

我们要求这 r个函数 1 2, , , rf f f" 是无限次

可导的 即光滑的 这 r个函数 1 2, , , rf f f" 称

为G的乘法函数 它完全确定了群G的结构

这样的群G就称为一个 r维 Lie群  

 
 

 
乘法函数的基本性质  

1  因为幺元 e的坐标为 (0,0, ,0)" 所以 ex xe x= = 用坐标表示出来就是  

1 1( , , ;0, ,0) ( 0, ,0; , , ) 1,2, , (2.4)j r j r jf x x f x x x j r= = =" " " " "  

这一关系可简记为 ( ,0) (0, )f x f x x= =  

2  群的乘法满足结合律的要求 ( ) ( )gh k g hk= 用坐标表示出就是  

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ( , ; , , ), , ( , ; , , ); , , )
( , ; ( , , ; , , ), , ( , , ; , , ))

1, 2, , . (2.5)

j r r r r r r

j r r r r r r

f f x x y y f x x y y z z
f x x f y y z z f y y z z

j r
=

=

" " " " " "
" " " " " "

"
 

这一关系可简记为 ( ( , ), ) ( , ( , )).f f x y z f x f y z=  

3 G 的每一元素 g 都有唯一的逆元
1g −

设
1g −
的坐标为 1( , )rx x� �" 则关系式

1 1gg g g e− −= = 用坐标表示出就是  

1u

( )gϕ

U

G
ϕ

( )eϕ

( )Uϕ

2 , ru u"

O

e•
g•

•

2.1图
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1 1 1 1( , , ; , , ) ( , , ; , , ) 0
1,2, , .

j r r j r rf x x x x f x x x x
j r

= =

=

� � � �" " " "
"

                 (2.6)  

这一关系可简记为 ( , ) ( , ) 0.f x x f x x= =� �  

 

直接用乘法函数来研究 Lie群是相当困难的 复杂的 Lie 的重要贡献在于引进了无穷

小变换的概念 使问题大为简化 这就是在后面要介绍的 Lie 代数的理论  

我们先用一些比较简单的 Lie 群来阐明上面引进的有关 Lie 群的一些概念  

 

例 8
1

2
2 1 2,

0 1

xe x
T x x

   = ∈  
   

这个群的元素由二个独立实参数 1 2,x x 所决定 所

以 2T 是一个二维流形 现在来验证 2T 满足群的要求  

1  先来验证封闭性  

1 1 1 1 1

1 2 1 1

2 2 2 2

2 2 2
2

0 1 0 1 0 1

0 1 0 1

x y x y x

x x x z

e x e y e e e y x

e e y x e z T
+

    +
=    

    
   +

= = ∈   
   

 

我们可以将 2T 的乘法函数具体写出  

1

1 1 1 2 1 2 1 2

2 2 1 2 1 2 2 2

( , ; , ) ,

( , ; , ) .x

z f x x y y x x
z f x x y y e y x
= = +

= = +
        (2.7) 

显然 函数 1 2,f f 是无限次可微的  

2  因 2T 之乘法就是矩阵的乘法 当然满足结合律 不必再验证  

3  易见

0 1 00
0 11 1

e   
=   
  

是 2T 的幺元  

4   

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2

0 1 0 1 0 1 0 1

1 0
0 1

x x x x x xe x e e x e x e x e− − − −     − −
=     

     
 

=  
 

∵
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所以      
1

2

0 1

xe x 
 
 

的逆元为
1 1

2 .
0 1

x xe x e− − −
 
 

 

因为 

   

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2 2 2 2

2 2 2 2

,
0 1 0 1 0 1

.
0 1 0 1 0 1

x y x y x

y x x y y

e x e y e y e x

e y e x e x e y

+

+

    +
==    

    
    +

==    
    

又

 

可见 2T 是一个二维不可交换的 Lie群  

 

例9  绕固定轴的旋转群 (2)SO 其元素 ( )g θ 可用一参数 转动角θ 来确定 这里θ 的

取值范围为[0,2 )π 群的 乘法 规定为相继作二个转动 即将相应的参数相加 但若相

加之和大于 2π 时 应减去2π 使参数值仍保持在[0,2 )π 之中 因转2π 角度等于不转动

所以参数减去 2π 对转动之结果不影响  

1 2 12( ) ( ) ( )g g gθ θ θ=  

这里 12 1 2 (mod 2 )θ θ θ π= +  

 容易验证 2T 是一个一维可交换 Lie群  

我们也可以用矩阵 线性变换 的形式来表示  

(2)SO  

( ) cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

gx x x
y y y

x y
x y

θ θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

′ −      
→ =      ′      

− 
=  + 

 (2.8) 

 

例10  三维旋转群 (3)SO 三维空间绕固定点的一个转动 (3)g SO∈ 可用单位向量 nK表 

示其转动轴OP的方向 一实数θ 表示绕OP轴转动的角度 于是 g可用 ( , )n θK 来

确定 由于空间单位向量nK由二个独立参数确定 所以 (3)SO 的元素由三个独立参

数所确定 因空间任意转动可用绕某一轴绕顺时针方向转动一个角度θ (0 )θ π≤ ≤

来完成 所以 (3)SO 可以用一个以π 为半径的球来表示 此球内的一点Q表示一个

( , )x y

2.2图

O
θ

y

x

z

( )g θ

( , )x y′ ′
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绕OQ
JJJK

为轴转动角度为 OQ 的转动 但要注意 此球面上的对径点对应的是群

(3)SO 的同一元素 即 0( , )n πK 与 0( , )n π−K 表示同一转动 这里 0n
K
为任意单位向量

所以我们可以用一个半径为π 并将球面的对径点叠合起来的球来表示 (3)SO 这

样的模型对研究群 (3)SO 的整体构造

非常有用 利用这一模型不难证明

(3)SO 作为一个流形不是单连通的

但对处理一些实际问题却很不方便

通常对 (3)SO 我们习惯用 Euler 角

( , , )θ ϕ ψ 来描述一个转动 见图 2.5  

 
 

( , , ) ( , , )gx y z x y z′ ′ ′→  

     
用矩阵形式表出  

  
11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

,
g g g x g g g x

g g g g y g g g y
g g g z g g g z

′      
      ′= =      
      ′      

                 (2.9) 

现在用Euler角来表示出 , , 1, 2,3.ijg i j =  

由(2.8)知  
  

  

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1
zg
ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

− 
 =  
 
 

1 0 0
0 cos sin
0 sin cos

xg
θ θ θ

θ θ

 
 = − 
 
 

 

ψ

ϕ
θ

O

l
K

z′

y′

x′

z

y

x
2.5图

nK
θ

O

z

y

x
2.3图

P

2.4图

Q
O

z

y

x
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cos sin 0
sin cos 0

0 0 1
zg
ψ

ψ ψ
ψ ψ

− 
 =  
 
 

 

 (这里 zg
ϕ
表示绕 z轴转ϕ角 "  

于是  
  

cos cos cos sin sin cos sin cos sin cos sin sin
sin cos cos sin sin sin sin cos sin cos cos sin

sin sin cos sin cos
z x zg g g gψ θ ϕ

ψ ϕ θ ψ ϕ ψ ϕ θ ψ ϕ ψ θ
ψ ϕ θ ψ ϕ ψ ϕ θ ψ ϕ ψ θ

ϕ θ ϕ θ θ

− − − 
 = = + − + − 
 
 

                 (2.10) 
 

因此 (3)SO 的元素也可由 ( , , )ϕ θ ψ 三个独立参数 坐标 确定 不难验证 (3)SO 是一

个三维 不可交换 Lie群  

为了便于今后将 (3)SO 推广到n维的情况 我们在介绍另一种刻划 (3)SO 的方法  

三维欧氏空间 3的内积  

   1 2 3 1 2 3( , , ) , ( , , )x x x x y y y y= =  

   
3

1 1 2 2 3 3
1

, j j
j

x y x y x y x y x y
=

< >= = + +∑       (2.11) 

线性变换

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

( ) g
ij

g g g x
g g x x gx g g g x

g g g x

  
  ′= → = =   
  
  

 

    3(3) , , ,g SO gs gy x y x y∈ ⇔< >=< > ∀ ∈ 且det 0g >  (2.12) 

 

通过直接计算不难验证 , , tgx gy x g gy< >=< >  

 这里
tg 表示 g之转置 即

t
ij jig g=  

 由 3, , ,tx g gy x y x y< >=< > ∀ ∈R  

 即得     tg g I= 这里

1 0 0
0 1 0
0 0 1

I
 
 =  
 
 

单位矩阵  

所以 (3) , det .t tg SO g g gg I g o∈ ⇔ = = >       (2.13) 
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仅满足
t tg g gg= 的线性变换所构成的群称为 (3)O 正交群 (3)SO 也称为特殊正交

群  
 

 3 阶矩阵 g共有 9 个元素 实参数 条件
t tgg g g I= = 具体写出来 共有 6 个方程要

满足  
3

1

3

1

1, 1, 2,3

0, .

ij ij
j

ij kj
j

g g i

g g i k

=

=

= =

= <

∑

∑
    (2.14) 

所以 ( , 1,2,3)ijg i j = 9 个元素中可以选取 3 个作为独立参数 这又一次阐明了 (3)SO 是

一个三维 Lie群  
 

例 11 n维特殊正交群 ( )SO n  

n维欧氏空间 n的内积  

1( , , )nx x x= " 1( , , )ny y y= "  

1

,
n

j j
j

x y x y
=

< >=∑                                 (2.15) 

( )
11 1

21 2

1

n

n
ij

n nn

g g
g g

g g

g g

 
 
 = =
 
  
 

"
"

" " "
"

g
x x gx′ =6                            

1 1 11 1 1

21 2

1

n

g
n

n n nn n
n

x x g g x
g g

x g g xx

 ′              =               ′     

"
# # " #
6

# # " " " #
"

                                 (2.16) 

( ) , , , , ,det 0ng SO n gx gy x y x y g∈ ⇔< >=< > ∀ ∈ >                   (2.17) 

因 , , tgx gy x g gy< >=< >  

所以 ( ) , det 0t tg SO n g g gg I g∈ ⇔ = = >                             (2.18) 

这里
tg 为 g的转置 即

t
jk kjg g=  
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不难验证 ( )SO n 是一个 ( 1) / 2n n − 维 不可交换 Lie群  

若仅要求 g g gg I′ ′= = 而不要求det 0g > 这样的群称为正交群 并记为 ( )O n 即 

( ) t tg O n g g gg I∈ ⇔ = =                                             (2.19) 

( )O n 也是一个 ( 1) / 2n n − 维 不可交换 Lie群  
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三  指数映射与单参数子群 
 

前面我们已提到了群的乘法一般不可交换 线性群的元素是线性变换 矩阵 矩阵的

乘法一般不可交换 所以 Lie群用以刻划其乘法规则的乘法函数是比较复杂的 直接用乘法

函数来研究 Lie群是走不太远的 Lie 的重要贡献在于引进了无穷小变换的概念 并证明了

Lie群的主要特征 局部性特征 都可以通过无穷小变换来刻划 也就是说要研究 Lie群在

幺元附近的性质只要研究其相应的无穷小变换就可以了 而无穷小变换也就是 Lie代数 它

是一个有特殊结构的线性空间 对它的研究当然要比直接研究 Lie群方便 简单得多 在讨

论 Lie代数以及 Lie代数与 Lie群的关系之前 我们先来介绍一下有关的重要概念及其性

质 在今后我们只讨论线性群 因此群的元素总是矩阵 群的乘法一定是矩阵的乘法  

 

指数映射  

 我们知道 即使是一阶矩阵 数 其乘法运算也要比加法运算复杂 熟知的指数和对数

运算就将较复杂的乘法运算转化为较简单的加法运算 若 1
1

xy e= 2
2

xy e= 则 

1 2 1 2
1 2

x x x xy y e e e += =  

这样就把 1y 与 2y 的乘法转化为 1x 与 2x 的加法 而 x与 y的关系又可用对数函数联系起

来  

即      若 logx y= 则
logx yy e e= =  

现在要问 上面将数的乘法转化为加法的方法能否推广到矩阵的乘法  

回答是 原则上是可以的 但问题要复杂得多  

首先来定义矩阵的指数函数与对数函数 在微积分中我们知道可用幂级数来定义指数和

对数函数  

2

0

exp( ) 1 , ( )
! 1! 2! !

k n
x

k

x x x xe x x
k n

∞

=

= = = + + + + + −∞ < < ∞∑ " "  

对任意的 n阶矩阵 A 我们也可以定义其指数映射为  

2 3

exp( )
2! 3!

A A Ae x I A= = + + + +"       (3.1) 

可以证明这一级数对任何矩阵 A 都是收敛的  
 



Lie群与Lie代数                                                                           -12- 

设 O 是零矩阵 一切元素均为 0 的矩阵 则显然有  

exp( ) .Oe O I= =  

又若
0

,
0
x

A x
x

− 
= ∈ 
 

现在来计算
Ae  

2
2

2

0
,

0
x

A
x

 −
=  

− 

3
3

3

0
0
x

A
x

 
=  

− 

4
4

4

0
0
x

A
x

 
=  
 

5
5

5

0
0
x

A
x

 −
=  
 

"  

2 3

2 3

4 5

4 5

1 0 0 0 01 1exp
0 1 0 2! 3!0 0

0 01 1
4! 5!0 0

A x x x
A e

x x x

x x
x x

−    −   
= = + + + +       − −       

   −
+ + +   

   
"

 

再利用   
3 5 7

sin
3! 5! 7!
x x xx x= − + − +"  

          
2 4 6

cos 1
2! 4! 6!
x x xx = − + − +"  

即得    

  
cos sin

exp
sin cos
x x

A
x x

− 
=  
 

 

现设  AX e= BY e= 由于矩阵的乘法一般不可交换 显然对实数成立的公式

a b a be e e += 对矩阵一般是不成立的 因为否则
( ) ( )A B A B B A B AXY e e e e e e YX+ += = = = =

但若 A与B的乘法可交换 AB BA= 则有
( )A B A Be e e +=               (3.2) 

证  

2 3
( )

2 2 3 2 2 3

( ) ( )( )
2! 3!

2 2 6 2 2 6

A B A B A Be I A B

A B A A B AB BI A B AB

+ + +
= + + + + +

= + + + + + + + + + +

"

"
 

这里利用了  
2

2 2 2 2

( ) ( )( )
2

AB BA A B A B A B
A BA AB B A AB B

= ⇒ + = + +

= + + + = + +
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2 3 2 3

2 2 3 2 2 3

( )( )
2! 3! 2! 3!

2 2 6 2 2 6

A B A A B Be e I A I B

A B A A B AB BI A B AB

= + + + + + + + +

= + + + + + + + + + +

" "

"
 

故得
( )A B A Be e e+ =                         证毕  

 

利用上面的结果容易证明 设 A为任意n阶矩阵 则det( ) 0Ae ≠ 这里因为 A与 A− 可

交换 所以  

  0 A A A AI e e e e− −= = = det( ) det( )A AI e e−= ⇒  

   1 (det( ))(det )A Ae e−=       det 0.Ae∴ ≠  

又若 A为任一实反对称矩阵 即 .tA A= − 则 ( )Ae O n∈                 (3.3) 

这是因为
0 ( ) ( )

t tA A A A A A tI e e e e e e+= = = =  由(2.18)知 ( ).Ae O n∈  

若 B 为 非 奇 矩 阵 即 det 0B ≠ 故 存 在
1B−

使
1 1 .BB B B I− −= = 易 证

1 1.BAB Ae Be B
− −=                                                       (3.4) 

 

这是因为
1 1 1 1 1( ) ( )( ) ( )n nBAB BAB BAB BAB BA B− − − − −= ="  

   1 1 1( )B C D B BCB BDB− − −+ = +  再利用exp 之定义 3.1  

即得       
1 1.BAB Ae Be B
− −=  

 

对数映射  

 在微积分中 我们利用幂级数定义对数函数  

2 3 4( 1) ( 1) ( 1)log ( 1)
2 3 4

1 1.

x x xx x

x

− − −
= − − + − +

− <

"
 

对 n阶矩阵 A我们也可以定义其对数映射为  

2 3 4( ) ( ) ( )log ( )
2 3 4

A I A I A IA A I − − −
= − − + − +"                        (3.5) 

为了保证(1-24)右方级数的收敛 要求矩阵 I A− 之每一元素之绝对值均小于
1
n

也就
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是说要求 A是与幺元 I 邻近的元素  

在微积分中熟知
xe 与 log x互为反函数 log ae a= log xe x= 对矩阵的指数与对应

映照也有类似的关系式  
 设 X 与 I 邻近 A与O邻近 则有  

log

log
.

A

X

e
e X=

=A.
                                                  (3.6) 

先证 由(3.1)得  

   
2 3

2! 3!
A A Ae I A− = + + +"  

 由(3.5)得  

  

2 3 2 3
2

2 3
3

2 2 3 3 3

1log ( ) ( )
2! 3! 2 2! 3!

1 ( )
3 2! 3!

( ) ( ) .
2! 2 3! 2 3

A A A A Ae A A

A AA

A A A A AA A

= + + + − + + + +

+ + + − =

= + − + − + + =

" "

" "

"

 

 再证 由(3.5)得  

2 3( ) ( )log ( )
2 3

X I X IX X I − −
= − − + −"  

2 3
log

2 3
2

2 3
3

2 2 3 3 3

( ) ( ){( ) }
2 3

1 ( ) ( ){( ) }
2! 2 3
1 ( ) ( ){( ) }
3! 2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
2 2 3 2 6

. .

X X I X Ie I X I

X I X IX I

X I X IX I

X I X I X I X I X IX

X

− −
= + − − + −

− −
+ − − + −

− −
+ − − + − +

− − − − −
= − + + − + +

=

"

"

" "

"

证毕

 

与指数映射类似 对实数成立的公式 log( ) log logxy x y= + 只有当 log X 与 logY 可

交换且 X 与Y均与 I 邻近时才有相应的关系式  

 设 X 与Y均与 I 邻近 且 log X 与 logY 的乘法可交换 则  

log( ) log logXY X Y= +     (3.7) 

证   log( ) log log log logXY X Y X Ye XY e e e += = =             证毕  
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单参数子群     再来引进一个重要的概念 Lie群的单参数子群  

 设G 为一 Lie群 ( ) ( )t tγ −∞ < < ∞ 为 g中过幺元 e的一条曲线 则对每一取定的

0 0, ( )t tγ∈ 是G中的一个元素  

 设参数 t满足  

( )1 2 1 2( ) ( ) (3.8)t t t tγ γ γ+ =

则称 ( )tγ 是G中的一个单参数子群  

 因 ( ) (0 ) (0) ( )t t tγ γ γ γ= + = 所以 (0) eγ =  

 又因 ( ) ( ) ( ) (0)t t t t eγ γ γ γ− = − = =  

 所以 ( )tγ 之逆元为 ( )tγ −  

由于 1 2 1 2 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t t tγ γ γ γ γ γ= + = + =  

所以 ( )( )t tγ −∞ < < ∞ 是G的一个单参数子群  

 
 我们将 Lie群G的一个单参数子群看成流形G 对二维 Lie群 可将G看成为一张曲

面 中过e处的一条曲线 从微积分知道这只要对 ( )tγ 在 0t = 处求导即得 ( )tγ 在 0t = 处的

切向量
0

( )(0)
t

d t
dt
γ

γ
=

′ = 因为我们只讨论线性群 所以 ( )tγ 是矩阵 其元素是 t的函数

( )tγ ′ 表示对 ( )tγ 的每一元素求导所得的矩阵 由于  

 ( ) ( ) ( )t s t sγ γ γ+ =  

两边对 s求导 并令 0s = 得 

( ) ( ) (0)t tγ γ γ′ ′=               (3.9) 

这是一组常微分方程 不难验证其解为  

( ) exp( (0))t tγ γ ′=             (3.10) 

可见单参数子群必可表示为指数映射的形式  

而且从(3.10)可见 对G在幺元处的切空间 eT G

平面 上的任一向量 (0)A γ ′= 就有G中的一元

素 (1) exp( '(0))γ γ= 与之对应 反之 若给定G中

G

•e

( )tγ

(0)γ

3.1图

G

•e ( )tγ

(0)γ ′

3.2图

(0)γ

eT G
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与幺元 I= 邻近的一个元素 g 因假定G是线性群 所以 g是矩阵 根据公式(3.5)定

义 logA g= 则由
Ae g= 知 A为G在 e处之切向量

tAe 为以 A为单位切向量的单参数

子群 因此 对G中与幺元 e邻近的一个元素就有 ( )eT G G在幺元处的切空间 中一向

量 A与之对应 也就是说 设U G⊂ 中包含 e的一个适当邻域 我们建立了一种对应关系  
 

      
exp

log
( )

log
e

A

G U T G

g A g
e A

→

⊃ ←

→ =

←

         (3.11) 

这种对应将我们研究的对象从 Lie群G转移到G在幺元 e处的切空间 ( )eT G ( )eT G

是由向量构成的线性空间 其结构及运算当然要比 Lie群G要简单得多 但由于群的乘法

运算 对线性群而言是矩阵的乘法 一般不可交换 因此线性空间中向量之间可交换的加

法运算 肯定不能完全刻划群的乘法运算 即  
 

    

( )e
A

B

A B A B

T G G
A e
B e
A B e e e++ → ≠

              (3.12) 

为此我们除上述对应关系外 还要在 ( )eT G 中引入一种新结构来反映G中乘法运算的

不可交换性 有了这种新结构的线性空间 ( )eT G 就是我们在下面要介绍的 Lie代数  
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四     Lie群与 Lie代数 

Lie的三基本定理与结构常数 
 

从上面的讨论我们知道 一般
A B A Be e e +≠ 现在的问题是

?A Be e e= 这一问

题的回答当然与群的乘法的不可交换性有关  

 设 , ( )eA B T G∈ 取参数 t 使 t 适当小 这样
tAe 与

tBe 均为 Lie群G中与幺元 e邻近

的元素 这样可以保证问题涉及的级数的收敛性 为了研究
tAe 与

tBe 之间的乘法的不可交

换性 我们来研究  

   ( ) tA tB tA tBg t e e e e− −=                 (4.1) 

 显然 当
tAe 与

tBe 可交换时 ( )g t e I= = 单位矩阵 而当他们的乘法不可交换时

( )g t 与幺元 e = I 单位矩阵 的偏离程度反映了
tAe 与

tBe 的乘法与可交换乘法的差异大小

现在我们来具体计算 ( )g t  

 2 3 2 3
2 3 2 3

( )

( )( )
2! 3! 2! 3!

tA tB tA tBg t e e e e
t t t tI tA A A I tB B B

− −=

= + + + + + + + +" "
 

          
2 3 2 3

2 3 2 3( )( )
2! 3! 2! 3!
t t t tI tA A A I tB B B− + − + − + − +" "  

        
2 2 3 2 2 3

2 3 4{ ( ) ( ) ( ) ( )}
2 2 6 2 2 6
A B A A B AB BI t A B t AB t O t= + + + + + + + + + +  

          
2 2 3 2 2 3

2 3 4{ ( ) ( ) ( ) ( )}
2 2 6 2 2 6
A B A A B AB BI t A B t AB t O t− + + + + − + + + +  

        
2 2

2 3( ) ( ) (
2 2
A B ABI t A B A B t AB BA t= + + − − + − + − −  

              
2 2

4) ( )
2 2
B A BA ABA BAB O t− + − + +  

        
3

2 4[ , ] ([ ,[ , ]] [ ,[ , ]]) ( )
2
tI t A B A A B B B A O t= + + − +              (4.2) 
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这里引进了一种重要的新记号 [, ] 对任意两个 n阶矩阵 ,A B [ , ]A B AB BA= −
定义

(4.3) 

这里 AB与BA按通常定义的矩阵乘法相乘  

我们称这种运算为 Lie乘法 [ , ]A B 为矩阵 ,A B的 Lie乘积 这是下面我们要定义的 Lie代

数的基本运算  

由(4.2)可得  

                      2

( ) [ , ] ( )g t I A B O t
t
−

= +       (4.3) 

因此                       20

( )lim [ , ]
t

g t I A B
t→

−
=       (4.4) 

由此可见 Lie群G中的元素
tAe 与

tBe 的乘法的不可交换性的程度 当 t 很小时 主要

取决于[ , ]A B  

 现在在(4.3)中作变量代换 t s= 并利用 (0)I g e= = 则 

(4.3)化为 

                     
( ) (0) [ , ] ( )g s g A B O s

s
−

= +        (4.5) 

因此    
0

( ) (0)lim [ , ]
s

g s g A B
s→

−
=                 (4.6) 

这说明[ , ]A B 是 Lie群G中过幺元的曲线 ( )g s 在幺元处的切向量 即[ , ] ( )eA B T G∈  

,A B∵ 是 ( )eT G 中的任意两个切向量 所以我们证明了  

 , ( )eA B T G∀ ∈ [ , ] ( )eA B T G∈  

也就是说我们引入的 Lie乘法 对 ( )eT G 这个向量空间的封闭性  

现在可以来回答
?tA tBe e e= 的问题了  

令
tA tB tCe e e=  

则  

 log logtC tA tBtC e e e= =  
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2
2 2

3
3 2 2 3 4

2 3
2 2 3 2 2 3 4

2
2 2 3 2

2
2 2 3 3 4

log{( ( ) ( 2 )
2

( 3 3 ) ( )}
6

( ) ( 2 ) ( 3 3 ) ( )
2 6

{ ( ) ( 2 ) ( )} / 2
2

{ ( ) ( 2 ) ( )} / 3 ( )
2

tI t A B A AB B

t A A B AB B O t

t tt A B A AB B A A B AB B O t

tt A B A AB B O t

tt A B A AB B O t O t

= + + + + + +

+ + + + +

= + + + + + + + + +

− + + + + + +

+ + + + + + +

 

  

2 3
2 2

2 2 4

( ) ( ) (
2 12

) ( )

t tt A B AB BA A B ABA ABA BA

B A BAB BAB AB O t

= + + − + − − +

− + + − +
 

 41 1( ) [ , ] [ ,[ , ] ,[ , ]] ( )
2 12

tA tB tA tB tA tA tB tB tB tA O t= + + + − +           (4.7) 

由此可见 只要有了 Lie乘法 ( )eT G 中知道了与 ,tA tBe e 相对应的元素 ,tA tB 由公式

(4.7)即可求得 ( )eT G 中与
tA tBe e 相对应的元素 由此可见 Lie群G在幺元 e处的切空间 这

是一个线性空间 引进了 Lie乘法就能正确的反映 Lie群中的乘法运算  

 由于我们讨论的 Lie群都是线性群 其元素均为矩阵 因而其在幺元处切向量也是矩阵

因此上面 Lie乘法的定义 [ , ]A B AB BA= − 中 AB与BA即通常的矩阵乘法 但是若G是

一般的抽象的 Lie群 其元素未必是矩阵 则相应的向量空间 ( )eT G 的元素也未必是矩阵

此时 ,AB BA表示什么意义需要进一步讨论阐明 有兴趣的得学者可参阅有关 Lie群的专

著  

容易验证上面在 ( )eT G 中定义的 Lie乘法[ , ]具有下列性质  

[ , ] [ , ] (4.8)
, [ , ] [ , ] [ , ]

[ , ] [ , ] [ , ], (4.9)
[ , ] [ , ] [ , ].

[ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] 0( ) (4.10)

A B B A
k k A B kA B A kB
A B C A C B C
A B C A B A C

A B C B C A C A B Jacobi

= −

= = 
+ = + 
+ = + 

+ + =

�

�

反对称

设 为实数 则
线

性

恒等式

 

 

我们称有了 Lie乘法的向量空间 ( )eT G 构成一个 Lie代数 更确切地称之为 Lie群G的
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Lie代数 并记为 g 用大写字母表示 Lie群 用相应的小写黑体字母表示其 Lie代数 Lie

群的 Lie代数完全刻划了 Lie群在幺元附近的结构 要研究 Lie群在幺元附近的性质只要研

究其 Lie代数即可 这当然使问题大为简化 但是 Lie代数仅刻划了 Lie群在幺元附近的局

部性质 而不能反映其整体性质 例如例 1 全体实数 对加法运算所构成的一维 Lie群与

例 9 绕固定轴的转动群 可用单位圆周作为其几何模型 其 Lie代数是相同的 但其整体

结构显然是不同的  

设G是一个 r维 Lie群 取定幺元 e的一个邻域U 在U 中取定坐标系{ , }U ϕ 并取 e

为坐标原点  

  ( ) (0,0, 0)eϕ = "  

( )

( 1)

, 1, 2, ,

( ( )) (0, ,0, ,0, ,0)
j

j

j

t j r
t t

γ

ϕ γ
−

 =

 =


"
" "�	


个零

    (4.11) 

为其 r条坐标曲线  

以 (0), 1, 2, ,j jX j rγ ′= = " 记为其在

幺 元 处 的 切 向 量 即

( ) 1,2, , .j eX T G j r∈ = = "g 显 然

1 2{ , , , }rX X X" 可取作为向量空间 ( )eT G 的

基 ( )eT G 中任一向量可用它们的线性组

合表出 由于[ , ]i jX X ∈ g 所以 

1
[ , ] , 1, 2, , .

n
k

i j ij k
k

X X C X i j r
=

= =∑ "  

这
3r 个数{ } , , 1, 2, ,k

ijC k i j r= " 称为 Lie群 g以 1 2{ , , , }rX X X" 为基的结构常数  

对 g中任意向量 ,X Y  

          
1 1

, .
r r

j j
j j

j j
X X Y Xξ η

= =

= =∑ ∑  

    1 2 1 2( , , , ), ( , , ).r rX Yξ ξ ξ η η η=∼ " "  

G

1X
1( )tγ

2 ( )tγ

2X e
U

( )Uϕ

1x

2x

4.1图

( )eT G
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1 1 1 , 1

[ , ] [ , ]
r r r r

ij k j k
j k jk i

j k i j k
Z X Y X X C Xξ η ξ η

= = = =

= = =∑ ∑ ∑∑           (4.12) 

将Z 也用坐标表示  

     1 2

1
, ( , , ).

r
i r

i
i

Z X Zζ ζ ζ ζ
=

=∑ ∼ "  

由(4.12)即得  

     
, 1

, 1, 2, , .
r

ii j k
jk

j k
C i rζ ξ η

=

= =∑ "                          (4.13) 

由此可见一个 Lie代数 完全由其结构常数决定  

当然结构常数与基的选取有关 基改变时相应的结构常数也随之改变 Lie代数的一个

重要的基本问题是如何选取适当的基 使相应的结构常数最简单  

由 Lie代数的基本性质(4.8),(4.9),(4.10)易知结构常数有下列重要性质  

(1). , , 1, 2, ,k k
ij jiC C i j k r= − = "                              (4.14) 

(2).
1

( ) 0 , , , 1, 2, , .
r

l m l m l m
ij lk jk li ki lj

l
C C C C C C i j k m r

=

+ + = =∑ "  (4.15) 

例 12.  在 例 8 的 群 2T 中 1
0

( )
0 1

te
t tγ

 
= −∞ < < ∞ 
 

与

2

1
( ) .

0 1
t

t tγ
 

= −∞ < < ∞ 
 

是过幺元的两条曲线 也是两个单参数子群 它们在幺元处

的切向量分别为
'

1 1

1 0
(0)

0 0
X γ

 
= =  

 
与为

'
2 2

0 1
(0)

0 0
X γ

 
= =  

 
因此 Lie群 2T 的 Lie代

数 2t 的基有 1 2,X X 组成 现在来求 2t 相对于这组基的结构常数  

1 1 2 2

0 0 0 0
[ , ] [ , ]

0 0 0 0
X X X X   

= =   
   

 

1 2 2

1 0 0 1 0 1 1 0 0 1
[ , ] .

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X X X       

= − = =       
       

 

所以   1 2 1 2 1 1 2 2
11 11 22 22 12 21 12 210, 0, 1, 1.C C C C C C C C= = = = = − = = = −  

 

例 13 现在来求 Lie群 (3)SO 的 Lie代数 (3)SO 及其结构常数  
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我们取 (3)SO 绕 , ,x y z轴的转动  

1 0 0 cos 0 sin
( ) 0 cos sin , ( ) 0 1 0 .

0 sin cos sin 0 cos
x y

t t
g t t t g t

t t t t

   
   = − =   
   −   

 

cos sin 0
( ) sin cos 0 .

0 0 1
z

t t
g t t t

− 
 =  
 
 

                                (4.16) 

显然 这是 (3)SO 的三个单参数子群 它们在幺元处的切向量分别为  

1 2

0 0 0 0 0 1
(0) 0 0 1 , (0) 0 0 0 .

0 1 0 1 0 0
x yI g I g

   
   ′ ′= = − = =   
   −   

 

'
3

0 1 0
(0) 1 0 0 .

0 0 0
zI g

− 
 = =  
 
 

                                       (4.17) 

1 2 3{ , , }I I I 构成 (3)SO 的 Lie代数 (3)SO 的一组基 ∵ (3)SO 是
3(3 1) 3

2
−

= 维 Lie

群 所以 (3)SO 是一个三维线性空间 它们的 Lie乘法为  

1 2 1 2 2 1 3[ , ] ,I I I I I I I= − =  

2 3 1 3 1 2[ , ] , [ , ] .I I I I I I= =                                      (4.18) 

由(4.18)即求得
1 2 3

12 12 120, 0, 1, .C C C= = = "  

 

若在三维空间 3 中取基向量 , ,i j k
KK K

在解析几

何中熟知它们的向量积为

i j k j i
j k i k j
k i j i k

× = = − ×

× = = − ×

× = = − ×

KK K K K
K KK K K

K KK K K
   

                        (4.19) 

可见 , ,i j k
KK K
的向量乘法 就是 1 2 3, ,I I I 的 Lie乘

法  
 
 
 

x

y

z

i
K

j
Kk

K

O

4.2图
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Lie 的三基本定理  
 

现在再回来讨论 Lie群及其乘法函数  
在 r维 Lie群G中取幺元 e的一个邻域

U 在U 中取定坐标系{ , }U ϕ 并取 e位坐

标原点  

( ) (0,0, ,0)eϕ = "  

对U 中三元素

1

1

1

( , )
( , , )
( , , )

r

r

r

g x x
h y y
k z z

∼ "
∼ "
∼ "

 

            (4.20) 

设G在坐标系{ , }U ϕ 中的乘法函数为  

1 1 1

1 1

( , , ; , , ),
( , , ; , , ).

r r

r r r

f x x y y
f x x y y
" "

" " "
 

由(2.3)  

  
1 1 1 1

1 1

( , , ; , , ),

( , , ; , , ).

r r

r r r r

z f x x y y

z f x x y y

=

=

" "
"""""""""""

" "
  

                         (4.21) 

(4.21)两边对 1, , ry y" 求导 并令 1 2 0ry y y= = = =" 得  

1 1

1 1

, , 0 , , 0

1

( , , ; , , )

( , , )

r r

j j r r

k ky y y y

jk r

z f x x y y
y y

l x x

= =

∂ ∂
=

∂ ∂

=

" "

" "

"
记为

                          (4.22) 

我们称 1 , 1, ,{ ( , , )}jk r j k rl x x = "" 为 Lie群G的辅助函数 也可用矩阵记号记为  

1 1 , 1, , .( ) ( , , ) ( ( , , ))r jk r j k rL x L x x l x x == = "" "                             (4.23)  

(4.19)又可写成

0

( , )( ) .
y

f x yL x
y =

∂
=

∂
 

现在来研究乘法函数应满足结合律的关系式(2.5)  

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( , , ; ( , , ; , , ), , ( , , ; , , ))
( ( , , ; , , ), ( , , ; , , ); , , )

j r r r r r r

j r r r r r r

f x x f y y z z f y y z z
f f x x y y f x x y y z z=

" " " " " "
" " " " "

 

简记为 ( , ( , )) ( ( , ), )f x f y z f f x y z=                               (4.24) 

G

( )tγ

e

U

ϕ

1x

2x

4.3图

( )eT G

(0)γ ′

( )tγ ′

(0)ϕ
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上式两方对 1, , rz z" 求导 并令 1, , 0rz z =" 来用简略记号 得  

( ,0) 0 0

( , ) ( , ) ( ( , ), ) .
w f y z z

f x w f y z f f x y z
w z z= = =

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
<  

即
( , ) ( ) ( ( , ))f x y L y L f x y
y

∂
=

∂
                                 (4.25) 

若具体将坐标分量写出来 则上式即为  

1 1
1

1

1 1 1 1 1

( , , ; , , )
( , , )

( ( , , ; , , ), , ( , , ; , , ))
, 1, 2, , .

r
j r r

ks r
k k

js r r r r r

f x x y y
l y y

y
l f x x y y f x x y y

j s r

=

∂

∂
=

=

∑
" "

< "

" " " " "
"

          (4.26) 

由此可见 Lie群G的乘法函数 1 1( , , ; , , ) ( , )j r rf x x y y f x y=" " 满足一组偏微分方程

(4.26) 这组偏微分方程是由辅助函数 1( , , ) ( )jk rl x x L x=" 所确定的 因此 只要知道了辅

助函数就可以通过求解微分方程(4.23)而求得乘法函数 从而确定 Lie群G的结构 在幺元

附近 这就是 Lie 的第一基本定理  

 
我们还可以进一步证明乘法函数适合微分方程组  

1 1

( ) ( )( ( ) ( ) ) ( )

, , 1, 2, , .

r r
ksj si

ki kj ij sk
k kk k

l x l xl x l x C l x
x x

s i j r
= =

∂ ∂
− =

∂ ∂
=

∑ ∑
"

           (4.27) 

这里 , , , 1, 2, , .k
ijC k j i r= " 就是 Lie群G的 Lie代数 g 在取定的坐标中的结构常数  

由此 Lie群的辅助函数完全由其 Lie代数的结构常数所确定 知道了结构常数只要解

一组微分方程就可求得乘法函数 这就是 Lie 的第二基本定理  

我们知道 Lie代数的结构常数满足关系式(4.14)与(4.15) 反之知道一组满足关系式(4.14)

与(4.15)的数 就可以构造一个 Lie代数 它以这组数为其结构常数 这就是 Lie 的第三定

理  

所以 Lie 的三条基本定理 用现代的观点表达出来就是说 由 Lie群唯一确定其 Lie代

数 反之由 Lie代数也可在幺元附近完全确定 Lie群 但是 Lie代数不能确定 Lie群的整体

性质 要研究 Lie群的整体性质必须用到更多的近代数学知识 有兴趣的学者可参看 Lie群

理论的专著  
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五 一些典型 Lie群及其 Lie代数 
 

1  全线性群 ( , )( ( , )GL n GL n或 由一切行列式不为零的n阶矩阵构成  

其 Lie代数 gl ( , )(n 或 gl ( , )n 由一切 n阶矩阵构成 记为 ( , )M n  (5.1) 

2  特殊线性群 ( , )SL n 由行列式等于 1 的n阶矩阵构成 这是一个
2 1n − 维 Lie

群  

现在来求 ( , )SL n 的 Lie代数 sl ( , )n . 

      设 ( ).X t t−∞ < < ∞为 ( , )SL n 的一个单参数子群 由于 ( )X t ∈ ( , )SL n 所以  

                       det( ( )) 1.X t =                               (5.2) 

      上式两边对 t求导 并令等于 0 即得  

                       ( (0)) 0.rt X ′ =                                (5.3) 

       这里的记号 rt 表示取矩阵对角线元素之和  

      由(5.1)⇒ (5.2)的推导利用了公式  

        设 ( ) ( ( ))ijX t x t= 则  

        

' '
11 12 1 11 12 1

' '
21 22 2 21 22 2

' '
1 2 1 2

'
11 12 1

21

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(det( ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

n n

n n

n n nn n n nn

n

x t x t x t x t x t x t

x t x t x t x t x t x td X t
dt

x t x t x t x t x t x t

x t x t x t

x t

   
   
   = +   
   
   
   

+ +

" "

" "
" " " " " " " "

" "

"

"
'

22 2

'
1 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

n n nn

x t x t

x t x t x t

 
 
 
 
 
 
 

"
" " " "

"

 

       及

1 0
(0) .

0 1
X I

 
 = =  

    

%  

       再利用公式det .A trAe e= 可知 若 tr A=0 则det 1.Ae = 故得 

       sl ( , ) { ( , ) | 0}.n A M n tr A= ∈ =                              (5.4) 

3  特殊正交群 ( ).SO n  
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       设 ( ).X t t−∞ < < ∞为 ( ).SO n 的一个单参数子群 由(2.8)知  

       ( ) ( )tX t X t I=                                             (5.5) 

 上式两边对 t求导 并令 t等 0 即得 

            (0) ( ) (0) 0tX X′ ′+ =                                      (5.6) 

 反之 若
tA A= − 则因

0

( )
( ) .

tA t A A

A A t A A

e e e
e e e e e I

−

−

= =

= = =
 

 故得  

         ( ) { ( , ) | }.tSO n A M n A A= ∈ = −                                (5.7) 

即 ( )SO n 由反对称矩阵全体所构成  

因 ( )O n 得 Lie 代 数 与 ( )SO n 的 Lie 代 数 是 相 同 的 所 以

( ) { ( , ) | }.tO n A M n A A= ∈ = −                                      (5.8) 

4  酉群 ( )U n  

考虑复 n 维线性空间 1: ( , , ), , 1, 2, , .n n k k nζ ζ ζ ∈ =" " 在 中定义

Hermite 内积 ,< >< <  

1( , , )nζ ζ ζ= " 1( , , )nw w w= "                                (5.9) 

1
,

n

k k
k

w wζ ζ
=

< >=∑  

Hermite 内积显然具有性质  

1 2 1 2, , , .

, , .
, 0, , 0 0.

w w w

w w

ζ ζ ζ ζ

ζ ζ
ζ ζ ζ ζ ζ

< + >=< > + < > 


< >=< > 
< >≥ < >= ⇔ = 

                            (5.10) 

 设U 为 n上的线性变换 若 

           , , , , .nU Uw w wζ ζ ζ< >=< > ∀ ∈                        (5.11) 

则称U 是一个酉变换 其矩阵称为酉矩阵  

 易证酉矩阵全体成一群 酉群 ( ).U n  

 由(5.11)容易推得 ( ) tU U n UU I∈ ⇔ =                          (5.12) 

即         ( ) { ( , ) | }tU n U GL n UU I= ∈ =                          (5.13) 
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 用推导 ( )SO n 的关系(5.6)(5.7)得方法完全类似 可得  

         u ( ) { ( , ) | }tn V M n V V= ∈ = −                             (5.14) 

即 u ( )n 由全体反 Hermite 矩阵构成  

 5 辛群 ( )pS n  

 考虑 2n维线性空间 2 1 1 1 1: ( , , ; , , ) ( , , ; , , ).n n n n nx x x y y yξ ξ η η= =" " " " 定义

辛内积 ( , )ω < < 如下  

           
1

( , ) ( )
n

k k k k
k

x y x yω η ξ
=

= −∑                                (5.15) 

设T 为 2n中的一个线性变换 若 

       2( , ) ( , ), , nTx Ty x y x yω ω= ∀ ∈                         (5.16) 

则称T 为一辛变换 相应的矩阵称为辛矩阵  

全体辛变换构成一群 辛群 ( )pS n 这是一个2n维 Lie群 可以证明  

       ( ) t
pT S n T JT J∈ ⇔ =                                  (5.17) 

这里
n

n

O I
J

I O
 

=  − 
       nI n为 阶幺阵  

同样可以证明 

         ( ) { (2 , ) | 0}t
pS n A M n A J JA= ∈ + =                  (5.18) 
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六 Lie代数的结构与分类 
 

先引进几个重要概念  
 

设g是一个 Lie代数 1m 与 2m 为g中的非空子集 分别以 +1 2m m 与[ , ]1 2m m 表

示由 1 2
1,2

{ | }i i
i

m m m
=

+ ∈m 及 1 2 1,2
{[ , ] | }i i i
m m m

=
∈m 所张成的子空间  

定义   子代数与理想 
Lie代数g的子空间h 若满足 
                [ , ]⊆h h h                                       (6.1) 
则称h为g的子代数  
若满足         [ , ]⊆g h h                                        (6.2) 
则称h为g的理想  
Lie代数中的子代数与理想是与 Lie群中的子群与不变子群相对应的概念  

 
定义   单 Lie代数与半单 Lie代数 

设g为一 Lie代数 显然g本身及由零向量构成的子代数都是g的理想 如g除这两

个理想外不再有其他理想 则称g是单 Lie代数 如g除了零向量外不包含任何可交换理想

则称g是半单 Lie代数 今后我们主要讨论半单 Lie代数的分类与结构  
 

例1  群 , , .
0

x

y

e z
G x y z R

e

   = ∈  
   

 

不难证明 G是一个三维 Lie群  

1 2

1 00
( ) , ( ) ,

00 1

t

t

e
t t R t t R

e
γ γ

    = ∈ = ∈   
    

 

3

1
( ) .

0 1
t

t t Rγ
 

= ∈ 
 

   是G的三个单参数子群  

1 1 2 2 3 3

1 0 0 0 0 1
(0) , (0) , (0)

0 0 0 1 0 0
X X Xγ γ γ

     ′ ′ ′= = = = = =     
     

是 G 的 Lie

代数g的一组基  

1 2

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
[ , ]

0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
X X        

= − =       
       

 

2 3 3

0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
[ , ]

0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
X X X       

= − = − = −       
       
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3 1 3

0 1 1 0 1 0 0 1 0 1
[ , ]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X X X       

= − = − = −       
       

 

由此得到g的结构常数为  

            
12

1 2 3
23 23 23

1 2 3
31 31 31

0, 1, 2,3.
0, 1

0, 1.

kC k
C C C
C C C

= =

= = = −

= = = −

 

易见  

        
1 2 3

2 3 1

3 1 2

{ | , }
{ | , }
{ | , }

X X R
X X R
X X R

α β α β
α β α β
α β α β

= + ∈
= + ∈
= + ∈

h

h

h

    都是g的子代数  

而且 与1 2h h 还是g的理想  

 
定义  Lie代数的同构与同态 
 

设 1g 与 2g 为二 Lie代数 ϕ是线性空间 1g 到线性空间 2g 的线性同构 线性同态

且满足  

     ([ , ]) [ ( ), ( )], ,X Y X Y X Yϕ ϕ ϕ= ∀ ∈ 1g  

则称ϕ是 Lie代数 1g 到 Lie代数 2g 的同构 同态  

 
定义  Lie代数的线性表示与伴随表示 
 

设g为一 Lie代数 ( )Vgl 为线性 Lie代数 ( )Vgl 为V 上一切非奇线性变换所

构成的 Lie群 ( )GL V 的 Lie代数 ϕ为g到 ( )Vgl 上的同态映射 则称ϕ为g的一个

线性表示 V 称为ϕ的表示空间 V 得维数称为表示ϕ的维数  

我们知道 Lie代数g本身就是一个线性空间  

取定 X ∈g 对每一 X ∈g令  

               
[ , ]Y X Y

→
6
g g

                            (6.3) 

就定义了g上的一个线性变换 记为 ad X 即  

              ( ) [ , ],ad X Y X Y Y= ∀ ∈g                         (6.4) 
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这样我们就引进了g的一种特殊的线性表示  

            
:

( )
ad X ad X

→
6

g g gl
                                    (6.5) 

g的这个线性表示的表示空间就是g本身 我们称这个表示为g的伴随表示 它

在研究 Lie代数的结构与分类问题中 特别是半单 Lie代数 起特别重要的作用  
伴随表示的重要性质  

( )ad X Y ad X ad Yα β α β+ = +                                (6.6) 

[ , ] [ , ].ad X Y ad X ad Y=                                        (6.7) 

是容易证明的 我们仅证 任取Z ∈g 由伴随表示之定义及 Jacobi恒等式

知  

[ , ]( ) [[ , ], ] [[ , ], ] [ ,[ , ]]
[ ( ), ] [ , ( )]

( ( )) ( ( ))
[ , ]( ).

ad X Y Z X Y Z X Z Y X Y Z
ad X Z Y X ad Y Z
ad Y ad X Z ad X ad Y Z
ad X ad Y Z

= = +
= +
= − +
=

 

证毕  
 
伴随表示与结构常数的关系  
在 Lie代数g中取定一组基 1 2{ , , , }nX X X" 设其结构常数{ }k

ijC ( )i jad X X =  

1
[ , ] , , 1, 2, ,

n
k

i j ij k
k

X X C X i j n
=

= =∑ " 由此可见  

                  ( ), 1, 2, , .k
i ijad X C i n=∼ "                             (6.8) 

 Killing 形式  

 我们知道 在一个线性空间中引进了内积后就成为一个欧氏空间 酉空间 欧氏空间

的内容和解决问题的方法当然要比一般的线性空间丰富得多 由此得到启发 很自然地会想

到在伴随表示的表示空间g中引进一种 内积 同时我们的目的是研究伴随表示 所以引

进的 内积 应该与伴随表示有密切的关系才有用 但这样的要求太高了 必须略为放宽一

些要求 这就是下面定义的 Killing 形式  

 对 ,X Y ∈g 令 

                 ( , ) ( )B X Y tr ad X ad Y=                                  (6.9) 

 这里 tr ∼跡 ( )tr A =矩阵 A的对角线元素之和  

 Killing 形式具有下列性质  

1  对称性 ( , ) ( , ).B X Y B Y X=  
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2  双线性  
( , ) ( , ) ( , )

, , , , ( )
B X Y Z B X Z B Y Z

X Y Z R
α β α β

α β
+ = +

∀ ∈ ∈ 或g
 

3  关于伴随表示不变性  
( ( ), ) ( , ( ) ) 0.

, ,
B ad X Y Z B Y ad X Z

X Y Z
+ =

∀ ∈g
 

                                                                   (6.10) 
性质(1) 2 由定义容易推得 现证(3) 

( ( ), ) ( ([ , ] )B ad X Y Z tr ad X Y ad Z=  

              = ( ) ( )tr ad X ad Y ad Z tr ad Y ad X ad Z−  

( , ( )) ( ( [ , ])B Y ad X Z tr ad Y ad X Z=  

              = ( ) ( )tr ad Y ad X ad Z tr ad Y ad Z ad X−  

再利用 ( ) ( )tr ABC tr CAB= 即得  

            ( ( ), ) ( , ( )) 0.B ad X Y Z B Y ad X Z+ =                证毕  

 由以上性质(3)可见 我们引进的 Killing 形式与伴随表示 ad 的密切关系 但 Killing 形

式仅满足双线性的要求 性质(1)(2) 而不满足内积的正定要求 但对我们今后研究的半单

Lie代数 它具有下列的非退化性质  

 设g为半单 Lie代数 X ∈g 若满足 ( , ) 0,B X Y Y= ∀ ∈g 则必有 0.X =  

                                                                      (6.11) 
 由于半单 Lie代数的 Killing 形式非退化 所以在研究半单 Lie代数的分类 性质与结

构时起着重要的关键作用 正因如此 半单 Lie代数的分类 结构问题已经做得非常完善彻

底  
 下面我们主要讨论半单 Lie代数的结构与分类问题  
 现在给定一组基时计算 Killing 形式  

 在g中取定一组基 1 2,{ , , }nX X X"
1 1

,
n n

j j
j j

j j
X Y X x X Y y X

= =

∈ = =∑ ∑g

1
( ) [ , ]

n
k

i j i j ij k
k

ad X X X X C X
=

= =∑
1 1

( )
n n

i i
i i

i i
ad X ad x X x ad X

= =

= =∑ ∑  

1 1
( ) ( )
n n

i k i k
ij ij

i i
ad X x C ad Y y C

= =

∴ ∑ ∑∼ ∼  

, , , 1 , 1
( , ) ( ) .

n n
k i j l i l
ij lk il

i l k j i l
B X Y tr ad X ad Y C x C y g x y

= =

= = =∑ ∑             (6.12) 

这里 
, 1

, 1, 2, ,
n

j k
il ik lj

k j
g C C i j n

=

= =∑ "                              (6.13) 

( )ilg 称为 Lie代数g的 Cartan 度量张量  
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Killing 形式非退化显然等于 det(gil) 0  
 
利用 Killing 形式 我们可以得到下面有用的引理  
 

引理    设h是 Lie代数g的理想 令 

   { | , ( , ) 0, }X X B X Y Y′ = ∈ = ∀ ∈h g h  

则 ′h 也是g的理想  

证   显然 ′h 是g的子空间 又若 , ,X A′∈ ∈h g 则对任意Y ∈h 有 见(6.10)  

               ( ( ), ) ( , ( )) 0.B ad A X Y B X ad A Y+ =  

因h是g的理想 Y ∈h ( ) [ , ]ad A Y A Y∴ = ∈h 故得 

                  ( , ( )) 0,B X ad A Y =  

因而     ( ( ), ) 0.B ad A X Y = 所以   ( )ad A X ′∈h  

即     [ , ]A X ′∈h      这就证明了 ′h 也是g的理想  

 
 现在来证明定理  

定理   若g的 Killing 形式非退化 则g是半单 Lie代数 此定理之逆也成立 半单 Lie

代数之 Killing 形式非退化 证略  
 

证    设n是g的一个可交换理想 在g中选取一组基 1 2{ , , , }nY Y Y" 使 1 2{ , , , }nY Y Y" 为

n的基 则由结构常数的定义易见 关于基 1 2{ , , , }nY Y Y" 的结构常数 有以下性质  

       
0, , . 1, 2, ,

0, , ,

s
il
t
ml

C l r s r i n

C m l t r

= ≤ > =

= ≤

"
 

由此得g得 Cartan 度量张量具有性质  

      
, 1

1, , 1, ,
1, , 1, ,

0

n
t s

lm ls mt
t s

t s t s
ls mt ls mt

t n t r
s r s r

g C C

C C C C

=

= =
= =

=

= − = =

∑

∑ ∑
" "
" "

 

所以  det( ) 0ijg =  与假设不符  
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故g中不存在非零可交换理想 即g为半单              证毕  
 

 现在来讨论在半单 Lie代数中 如何选择适当的基 使它的结构常数最为简单的问题

Cartan-Weyl 形式 我们采用的方法是基于矩阵的特征值与特征向量 所以如同附录 3 中

所介绍的 首先要将实半单 Lie代数复化  

 不妨一开始就假定所讨论的 Lie代数是一个复半单 Lie代数g 可以证明实半单 Lie代

数复化后所得的复 Lie代数也仍为半单 Lie代数  
 在g中取一组基 1 2,{ , , }nX X X"                              (6.14) 

取定 A∈g
1

n
k

k
k

A a X
=

=∑  

 现在来求 A的伴随表示ad A的特征根与特征向量  
                  ( )ad A X Xρ=  
         即        [ , ] .A X Xρ=                                   (6.15) 

设 g相对于基(6.14)的结构常数 , , 1, ,{ }k
ij k i j nC = "

1

n
k

k
k

X x X
=

= ∑ 则(6.15)写成  

     
1 , 1 1

( )
n n n

k i j k
ij k k

k i j k
C a x X x Xρ

= = =

=∑ ∑ ∑                                (6.16) 

(6.16)等价于  

      
, 1

( ) 0, 1, 2, , .
n

k i j k
ij

i j
C a x x k nρ

=

− = =∑ "                         (6.17) 

(6.17)又可写成  

     
1 1

( ) 0. 1, 2, ,
n n

k i k j
ij j

j i
C a x k nρδ

= =

− = =∑∑ "                     (6.18) 

相应的特征方程为   
1

det( ( )) 0.
n

k i k
ij j

i
C a ρδ

=

− =∑                      (6.19) 

特征方程(6.19)是 n次代数方程 所以必有 n个根 在复数域中 但这 n个根可能有重根

为了简化 我们当然希望选择的基能使与 ad A相对应的矩阵是对角阵 最简单的办法当然

是取 ad A的特征向量 但仅仅使g的某一个元素 A的伴随表示 ad A的矩阵对角化是远远

不够的 我们要求能使g中尽可能多的元素的伴随表示同时对角化 而由附录 2 知一组矩

阵可同时对角化的充要条件是它们两两可交换 但因[ , ] [ , ]ad A ad B ad A B= (见(6.7)) 所

以 ad A ad B与 可交换 [ , ] 0 [ , ] 0 [ , ] 0ad A ad B ad A B A B⇔ = ⇔ = ⇔ = 因此 关键在

于求得g的极大可交换子代数 h 当然还要求 h 具有下面会提到的一些性质  

这样的可交换子代数 Abel 子代数 称为g的 Cartan 子代数 我们在g中选取适当的

基使 Cartan 子代数 h 的所有元素的伴随表示的矩阵同时对角化  
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 设g的 Cartan 子代数 h 的维数为 r 在 h 中取一组基 1{ , , }rH H" 现在在g中可选

取一组基 使 h 中任意元素
1

r
i

i
i

A Hλ
=

=∑ 其伴随表示同时对角化            6.9  

 显然 有 ( ) [ , ] 0, 1, 2, , .k kad A H A H k r= = = "  

 也就是说 A的特征根有 r个为 0 r重特征根 而且 A的其他 ( )n r− 个 非零 特征

根均为单根  

 我们取与非零单根相应的特征向量 记为 Eα 共 ( )n r− 个 与 1{ , , }rH H" 共同构成

g的一组基  
 设           [ , ] 1, , .i iH E E i rα αα= = "                             (6.10) 

则       
1

[ , ] ( ) ( )
r

i
i

i
A H E A Eα α αλ α α

=

= =∑                                   (6.11) 

这里          
1

( )
r

i
i

i
Aα λ α

=

=∑                                              (6.12) 

 我们称 1{ , , }rα α α= " 为半单 Lie代数g的一个根 g的全部根的集合记为∆  

 现在来研究相应于这组基 1{ , , , , , }r

n r

H H E Eα β

−

" "
��	�


的乘法表 结构常数 我们已经知

道  

                   [ , ] 0 ( , 1, 2, , )i jH H i j r= = "                        (6.13) 

        [ , ] ( 1, 2, , .i iH E E i rα αα α= = " 取 的一切根g         (6.14) 

 现在要问 [ , ] ?E Eα β = 这里 ,α β 是g的两个根  

 由 Jacobi 恒等式 任取
1

r
i

i
i

A Hλ
=

=∑ 则 

[ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] 0A E E E E A E A Eα β α β β α+ + =  

再由(6.10)得  

[ ,[ , ]] ( )[ , ] ( )[ , ] 0A E E A E E A E Eα β α β α ββ α− + =  

即                [ ,[ , ]] ( ( ) ( ))[ , ].A E E A A E Eα β α βα β= +  

亦即              ([ , ]) ( ( ) ( ))[ , ]ad A E E A A E Eα β α βα β= +  

由此可见  若α β+ 不是根 即α β+ ∉∆ 则必有[ , ] 0.E Eα β =  
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又若α β+ 是g的一个根 即α β+ ∈∆ 则 [ , ]E E N Eα β αβ αβ=  

而当 0α β+ = 时 可以证明若 α 为 g的一个根 则 α− 必定也是 g的根 即若

α α∈∆ − ∈∆必有  

 可以证明         [ , ] ,E E H Hα α α α− = ∈h  

因此采用了这组基 1{ , , , , , }rH H E Eα β" " 半单 Lie代数g的乘法规律就可用下面简

单的公式表示  

[ , ] 0. , 1, 2, , .

[ , ] . 1, 2, , .
[ , ] , , 0

0

[ , ]

i j

i i

a

H H i j r
H E E i r
E E N E

N
E E H

α α

α β αβ β

αβ

α α α

α α
α β α β

α β
+

−

 = =


= = ∈∆
 = ∈∆ + ≠
 ∀ + ∉∆ =
 =

"
"

 

由此可见 采用了这组基 Cartan-Weyl 基 g的结构常数就大为简化 由此可将其分

类与结构问题完全搞清楚  
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附录 1 

用根的置换群理论解二 三次代数方程 
 

一  利用根的置换理论解二次方程  
设方程 

                         2 0x px q+ + =  

有两个根 1x 与 2x 熟知根与系数之间有关系式 

                     1 2 1 2, .x x p x x q+ = =  

这两个根的多项式有一个重要性质 将 1x 换作 2x 将 2x 换作 1x 以后将这种置换方法

记为
1 2

2 1

x x
x x

 
 

 
这两个多项式是不变的 我们将这种置换的作用记为  

          1 2
1 2 2 1

2 1

: ,
x x

x x x x
x x

 
+ ⇒ + 

 
 

          1 2
1 2 2 1

2 1

: .
x x

x x x x
x x

 
⇒ 

 
 

具有这种性质的多项式称为根的对称多项式 简称为对称多项式 又如 

           2 2 2
1 2 1 2, ( )x x x x+ −  

等都是对称多项式 但如 

           1 2 1 22 ,x x x x+ −  

等就不是对称多项式 例如  

     1 2
1 2 2 1 1 2

2 1

: 2 2 2 .
x x

x x x x x x
x x

 
+ ⇒ + ≠ + 

 
 

在关于根 1 2,x x 的对称多项式中以 1 2 1 2,x x x x+ 为最简单 它们被称为基本对称多项式

且分别等于二次方程的系数 p− 与q 可以证明  

定理  任何关于根 1 2,x x 的对称多项式 必可用基本对称多项式 1 2 1 2,x x x x+ 的多项式表

出 也就是说 可以用方程的系数 ,p q的多项式表出  

这条定理的证明是不难的 但有些繁琐 有兴趣的读者可以在高等代数的书本中找到它

的证明 我们在这里就把证明省略了 下面只是举几个例子来说明一下 当然举例不能算

是证明  



Lie群与Lie代数                                                                           -37- 

例
2

1 2( )x x− 与
3 3

1 2x x+ 都是对称多项式 现在把它们表为 1 2x x+ 和 1 2x x 或者说 ,p q的

多项式  

2 22 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( ) 2 ( ) 4 4 .x x x x x x x x x x p q− = − + = + − = −  

3 3 2 23 3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

3
1 2 1 2

( ) 3 3 ( )
3 ( ) 3 .

x x x x x x x x x x
x x x x p pq

+ = + − − = + −

− + = − +
 

利用上面的定理及对称多项式的特点 就可以求得二次方程的解 事实上 已经知道

1 2x x p+ = − 若再能知道 1 2x x− 等于什么 那就容易求得 1 2x x与 了 1 2x x− 若是对称多

项式问题就好办 因为这时根据上面的定理 可以把 1 2x x− 表示成已知数 ,p q的多项式

就等于求出了 1 2x x− 可惜它不是对称多项式 因为 

1 2
1 2 2 1 1 2

2 1

: ( ) ( )
x x

x x x x x x
x x

 
− ⇒ − = − − 

 
 

但从上面置换的结果容易想到
2

1 2( )x x− 应该是对称多项式  

1 2 2 2 2
1 2 2 1 1 2

2 1

: ( ) ( ) ( )
x x

x x x x x x
x x

 
− ⇒ − = − 

 
 

因为
2

1 2( )x x− 是对称多项式 所以可以用 ,p q的多项式表示 事实上我们已经求得过

2 2
1 2( ) 4 .x x p q− = − 因此 很容易求得  

        2
1 2 4 .x x p q− = ± −  

利用 

       1 2x x p+ = −  

       2
1 2 4x x p q− = ± −  

立即可求得  

      

2
1

2
2

1 ( 4 )
2 .
1 ( 4 )
2

x p p q

x p p q

 = − + −

 = − − −


 

这就是通常解二次方程的公式  

上面解二次方程的方法虽然没有提出什么新的结果 用通常的配方的方法似乎比这里还

简单一些 但它却显示了解代数方程的一种普通方法 因而循着这种方法的思路就容易得
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到解三 四次方程的公式  

 
二 利用根的置换群解三次方程  

考察三次方程  

      3 2 0.x px qx r+ + + =                                       (1) 

设 1 2 3, ,x x x 是它的三个根 则由著名的韦达定理知  

     
1 2 3

1 2 2 3 3 1

1 2 3

x x x p
x x x x x x q
x x x r

+ + = − 
+ + = 
= − 

                                      (2) 

1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3, ,x x x x x x x x x x x x+ + + + 这三个关于 1 2 3, ,x x x 的多项式具有这样的特

点 它在对 1 2 3, ,x x x 的任何一种置换下都是不变的 根据排列的知识 可知这种置换共有

6 ( 3!)= 种  

1 2 3 1 2 3 1 2 3
, , ,

1 2 3 1 3 2 2 3 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3
, , .

2 1 3 3 2 1 3 1 2

     
     
     
     
     
     

                            (3) 

这里我们将置换 

   1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 3 2

, ,
x x x x x x
x x x x x x

   
   
   

"  

等省去 x保留小标 简记为 

   
1 2 3 1 2 3

, ,
1 2 3 1 3 2
   
   
   

"  

并将 不变
1 2 3
1 2 3
 
 
 

 

也算作一种置换 称为恒等变换 同样我们把在上面 6 种置换作用下都不变得的多项式

称为对称多项式 例如 不难验证 

2 2 2 3 3 3
1 2 3 1 2 3, ,x x x x x x+ + + +  

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 3 2 3 3 1 3 1 ,x x x x x x x x x x x x+ + + + +  

等都是对称多项式 特别是(2)式中 

     1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3, ,x x x x x x x x x x x x+ + + +  

称为基本对称多项式  
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 同样可以证明  

 定理  任何关于根 1 2 3, ,x x x 的对称多项式 必可用基本对称多项式(2)的多项式表示

也就是说 可用方程的系数 , ,p q r的多项表示  
 这个定理的证明也从略 而只是用一些例子来说明  
 
例 

   
2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 3 1
2

( ) 2( )

2

x x x x x x x x x x x x
p q

+ + = + + − + +

= −
 

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 3 2 3 3 1 3 1

1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3( )( ) 3
3

x x x x x x x x x x x x
x x x x x x x x x x x x
pq r

+ + + + +
= + + + + − =
= − +

 

现在就可以来讨论三次方程(1)的求解问题了  

我们已看到在解二次方程时起关键作用的是多项式 2 1x x− 这里 1 2x x与 的系数是 1 与

-1 它们恰恰是方程
2 1 0x − = 的两个根 因此 联想到 在解三次方程时与之相当的应该

是方程
3 1 0x − = 的三个根 因为 

     3 21 ( 1)( 1)x x x x− = − + +  

所以 方程
3 1 0x − = 的三个根为 1

1 3 1 3,
2 2

i i− + − −
 

若记
21 3 1 3, .

2 2
i i

ω ω
− + − −

= =则易证  

故方程
3 1 0x − = 的三个根为  

           21, ,ω ω                              

这里
1 3 ,

2
i

ω
− +

= 且满足
2 1 0.ω ω+ + =                         (4) 

与解二次方程中起关键作用的多项式 1 2x x− 相当的应该是多项式 

        2
1 1 2 3x x xψ ω ω= + +                                     (5) 

1ψ 也不是对称多项式 在 6 种置换(3)作用下 1ψ 分别为  
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2
1 1 2 3 1

2
1 1 3 2 2

2
1 2 3 1 3

2
1 2 1 3 4

2
1 3 2 1 5

2
1 3 1 2 6

1 2 3
:

1 2 3

1 2 3
:

1 3 2

1 2 3
:

2 3 1

1 2 3
:

2 1 3

1 2 3
:

3 2 1

1 2 3
:

3 1 2

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

ψ ω ω ψ

ψ ω ω ψ

ψ ω ω ψ

ψ ω ω ψ

ψ ω ω ψ

ψ ω ω ψ

 
⇒ + + = 

 
 

⇒ + + = 
 
 

⇒ + + = 
 
 

⇒ + + = 
 
 

⇒ + + = 
 
 

⇒ + + = 
 

                            (6) 

我们首先指出 1 2 3, ,x x x 可用 1 2, ,p ψ ψ 表示出来  

例如 因 

      

2
1 2 1 2 3 1 2 3

2
1 3 2

2 2
1 2 3

2
1

( ) ( )

( )

3 (1 ) (1

3 . (4) 1 0)

p x x x x x x
x x x

x x x
x

ψ ψ ω ω

ω ω

ω ω ω ω

ω ω

− + + = + + + + +

+ + +

= + + + + + +

= + + =这里利用关系式

 

所以    1 1 2
1 ( ).
3

x p ψ ψ= − + +                                         (7) 

类似地可以证明  

    2
2 1 2

1 ( )
3

x p ω ψ ωψ= − + +                                        (8) 

    2
3 1 2

1 ( )
3

x p ωψ ω ψ= − + +                                        (9) 

从(7),(8),(9)看出 要是 1 2ψ ψ与 的值能够求得 则 1 2 3, ,x x x 就能出来了 于是问题转化

为求 1 2ψ ψ与  

如果 1 2ψ ψ与 是 1 2 3, ,x x x 的对称多项式 那么只要根据定理把它们表示成 , ,p q r的多项

式 就求出了 1 2ψ ψ与 的值 但遗憾的它们不是对称多项式 我们必须把问题扩展一下  

很容易看出 不仅 1ψ 而且 2 3 4 5 6, , , ,ψ ψ ψ ψ ψ 中的任一个在 6 种置换(3)作用下的结果

都分别是 1 2 3 4 5 6, , , , ,ψ ψ ψ ψ ψ ψ 的某个秩序的排列 这就是说在 6 种置换(3)的作用下 下面

关于 t的方程  
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1 2 3 4 5 6( )( )( )( )( )( ) 0,t t t t t tψ ψ ψ ψ ψ ψ− − − − − − =                     (10) 

总是不变的 因为任何一种置换作用于此方程的结果 不过是将其因子的秩序重新排列一

下而已 这样一来 可见(10)系数必定都是对称多项式 因而都可用 , ,p q r的多项式表示

出来 我们希望能从方程(10)中解出 1 2ψ ψ与 但(10)是六次方程 好像问题比原来要求解三

次方程(1)更困难了 其实不然 因(10)虽然是六次方程 但由(6)知  

          
2

6 3 1

2
4 2 5 2

, .
, .

ψ ωψ ψ ω ψ

ψ ωψ ψ ω ψ

= =

= =
                                    (11) 

所以  

   ( ) ( )
2

1 6 3 1 1 1

2 33 2 2 2
1 1 1

33
1

( )( )( ) ( )( )( )

1 1

.

t t t t t t

t t t

t

ψ ψ ψ ψ ωψ ω ψ

ω ω ψ ω ω ψ ψ

ψ

− − − = − − −

= − + + + + + −

= −

 

同样有  

     33
2 4 5 2( )( )( ) .t t t tψ ψ ψ ψ− − − = −  

于是 方程(10)就成为 

               3 33 3
1 2( )( ) 0.t tψ ψ− − =  

或            3 3 3 36 3
1 2 1 2( ) 0.t tψ ψ ψ ψ− + + =                           (12) 

一方面 方程(12)应该和(10)一样 其系数是 , ,p q r的多项式 是已知的 实际上可以求出  

        
3 3 3

1 2
3 3 2 3

1 2

2 9 27

( 3 )

p pq r

p q

ψ ψ

ψ ψ

+ = − + −

= −
 

另一方面 方程(12)实际上可以化成二次方程求解 这只要将
3t 看成一个未知量 从(12)即

可解得 
3 3 3 3 3 32

1 2 1 2 1 23

3 3 2 2 3

( ) 4
2

2 9 27 ( 2 9 27 ) 4( 3 )
2

t

p pq r p pq r p q

ψ ψ ψ ψ ψ ψ+ ± + −
=

− + − + − + − − −
=

 

知道了
3t 即易求得 t 即得方程(10)之 6 个根 1 2 3 4 5 6, , , , ,ψ ψ ψ ψ ψ ψ 知道了 1 2ψ ψ与

再根据(8)(9)即可求得原来三次方程的三个根 1 2 3, ,x x x 这样 三次方程的求解问题就完全

解决了  
遵循上面的方法的思路可以求得四次方程的解 但是要更复杂一些 不再具体介绍了  
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附录 2  将一组矩阵同时对角化的问题 

 
一  线性空间 基 坐标 线性变换 矩阵  

 
V 线性空间 n维  

取定V 中一组线性无关向量 1 2{ , , , }ne e e"  

作为基 对V 中任意向量 ,x y  

1

1

n

j j
j

n

j j
j

x x e

y y e

=

=

=

=

∑

∑

1

1

n

n

x
x

x

y
y

y

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∼ #

∼ #

     ,x y在基 1 2{ , , , }ne e e" 中的坐标         (1) 

设 A为在V 上定义的线性变换  

:A V V
x y Ax
→

=6
                                                  (2) 

满足 1 1 2 2 1 1 2 2( )A a x a x a Ax a Ax+ = +  

设
1

n

j kj k
k

Ae eα
=

=∑      1, ,j n= "                                     (3) 

则        
1 1 1 1

( )
n n n n

j j j j j kj k
j j j k

Ax A x e x e x a e
= = = =

= = =∑ ∑ ∑ ∑  

             =
1 1

( )
n n

kj j k
k j

a x e
= =
∑ ∑ <  

             =
1

n

k k
k

y y e
=

= ∑  

所以        
1

n

k kj j
j

y a x
=

=∑      1, 2, ,k n= "                         (4) 

用矩阵记号  
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1 1

( )kj
n n

y x
a

y x

   
   =   
   
   

# #  这里

11 12 1

1 2

( )
n

kj

n n nn

a a a
a

a a a

 
 =  
 
 

"
" " " "

"
             (5) 

也就是说 取定一组基 1 2{ , , , }ne e e" 则线性变换 A与矩阵 , 1, ,( )ij i j na = " 相对应 若在V

中取另一组基 1 2{ , , , }nf f f" 则向量 ,x y的坐标及线性变换 A所对应之矩阵也要随之而

变  

设 
1

n

k jk j
j

f t e
=

= ∑   1, 2, ,k n= "                                     (6) 

,x y在这组基 1 2{ , , , }nf f f" 的坐标为

1

n

x

x

 
 
 
 
 

"
1

n

y

y

 
 ⋅ 
 
 

" 即 

1

n

l l
l

x x f
=

= ∑
1

n

l l
l

y y f
=

= ∑  

则      
1 1

n n

j j l l l jl j
j l l j

x x e x f x t e
= =

= = =∑ ∑ ∑ ∑  

        = ( )jl l j
j l

t x e∑ ∑  

故得新的坐标之间的变换关系相应也有  

     1

1

n

j jl l
l
n

j jl l
l

x t x

y t y

=

=

=

=

∑

∑
   .  1, 2, ,j n= "                                (7) 

代入(4) 得 

     
1 1 1

n n n

kl l kj jl l
l j l
t y a t x

= = =

=∑ ∑ ∑      1, 2, ,k n= "                   (8) 

写成矩阵形式 

     
1 1

( ) ( )( )kl kj jl

n n

y x
t a t

y x

   
   =   
   
   

" "                                     (9) 

由此 即得  

     
1 1 1

1( ) ( )( ) ( )kl kj jl kl

n n n

y x x
t a t a

y x x

−

     
     = =     
     
     

" " "                         (10) 
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这里
1( )klt
−
表示矩阵 ( )klt 的逆阵 即 

     1( ) ( ) ( )( )kj kl kj jla t a t−=                          (11) 

这就是基变换时 线性变换对应的矩阵变换的规律 并称矩阵 ( )kja 与 ( )kja 是相似的

重要的问题就是如何选取适当的基 使它在这组基下对应的矩阵形式最简单  
下面我们讨论一种重要的特殊情况  

设  线性变换 A在某一组基中其对应的矩阵为对角矩阵

1

2

n

O

O

λ
λ

λ

 
 
 
 
  
 

%
现在要问

如何求得这组基及相应的矩阵对角线上的元素 1, , nλ λ"  

设线性变换 A在基 1{ , , }ne e" 下对应的矩阵为 ( )ija 而在基 1{ , , }nf f" 中相应的矩阵

为

1

n

O

O

λ

λ

 
 
 
 
 

%  

由(3)知  

      j j jAf fλ=             1, 2, ,j n= "                        (12) 

我们称 1, , nλ λ" 为 A之特征值 1, , nf f" 为相应之特征向量  

设 jf 在基 1{ , , }ne e" 中的坐标为  

               
1

n

j

j

f

f

 
 
 
 
 

#      1, 2, ,j n= "                           (13) 

则由(4)在以 1{ , , }ne e" 为基的坐标系中 (12)可写成  

        
1

n

kl jl j jk
l
a f fλ

=

=∑         , 1, 2, ,j k n= "                 (14) 

上式又可写成  

        
1

( ) 0.
n

kl kl j jl
l
a fδ λ

=

− =∑                                    (15) 

这里               
1,
0,kl

k l
k l

δ
=

=  ≠
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对每一取定的 j (15)是一个其次线性方程组 它有非全零解的充要条件是  

     det( ) 0.kl kla jδ λ− =                                          (16) 

即  

          

11 12 1

21 22 2

1 2

0

j n

j n

n n nn j

a a a
a a a

a a a

λ
λ

λ

−
−

=

−

"
"

" " " "
"

 

也就是说 1, , nλ λ" 必须是特征方程  

           det( ) 0.kl kla δ λ− =                                   (17) 

的解 (17)是λ的 n次代数方程 它必有n个根 可能是复数 也可能有重根  

所以矩阵对角化的问题 归结为首先解特征方程(17)求得其n个根 1, , nλ λ" 然后将此

n个根代入(14) 解得

1

n

j

j

j

f

f
f

 
 

=  
 
 

# , 1, 2, ,j k n= " 若能选取一组线性无关的 1, , nf f"

则以 1{ , , }nf f" 为基时线性变换 A相应的矩阵即为对角阵

1

n

O

O

λ

λ

 
 
 
 
 

%  

1
,

n

j jk k
k

f f e
=

= ∑∵ 所以由(6) (11)知 

1
1( ) ( )( )kl kj jl

n

O
f a f

O

λ

λ

−

 
  = 
 
 

%                       (18) 

 

一组矩阵同时对角化的问题  
 
上面我们讨论了如何选取适当的基 使一线性变换所对应的矩阵是对角矩阵的问题 而

在 Lie代数中我们遇到的问题 却是如何选取适当的基 使一组 有限个 或无限个 矩阵

同时对角化的问题  
 
下面我们来证明一条重要的定理  

定理   设 { , , }S A B= " 为一组矩阵构成的集合 S可以是有限集 也可以是无限集

S中每一矩阵均可对角化 则这组矩阵可同时对角化的充要条件是它们两两可交换 即对任

意 ,A B S∈ 有 AB BA=  
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证 先证必要性 设 S可同时对角化 即存在一非奇矩阵 ( )ijT t= 使
1T AT− 1T BT−

"同时为对角阵  
即 

1

1

n

A

A

O

T AT
O

λ

λ

−

 
 

=  
 
 

%
1

1

n

B

B

O

T BT
O

λ

λ

−

 
 

=  
 
 

% "  

亦即  
1

1

n

A

A

O

A T T
O

λ

λ

−

 
 

=  
 
 

%
1

1

n

B

B

O

B T T
O

λ

λ

−

 
 

=  
 
 

% "  

由于任意二个对角矩阵必可交换  

      
1 1 1 1

n n n n

A B A B

A B A B

O O O

O O O

λ λ λ λ

λ λ λ λ

    
    

=    
    
    

% % %  

      =
1 1

n n

B A

B A

O O

O O

λ λ

λ λ

  
  
  
  
  

% %  

所以    
1 1

1 1

n n

A B

A B

O O

AB T T T T
O O

λ λ

λ λ

− −

   
   

=    
   
   

% %  

            =
1 1

1

n n

A B

A B

O O

T T
O O

λ λ

λ λ

−

  
  
  
  
  

% %  

            =
1 1

1

n n

B A

B A

O O

T T
O O

λ λ

λ λ

−

  
  
  
  
  

% %  

            =
1 1

1 1

n n

B A

B A

O O

T T T T
O O

λ λ

λ λ

− −

   
   
   
   
   

% %  

            =BA  
这就证明必要性  
 
再证充分性  
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设已将矩阵 A对角化

1

1

n

A

A

O

T AT
O

λ

λ

−

 
 

=  
 
 

% 先设 A之特征根无重根 即

1
, ,

nA Aλ λ" 两两不相等 在 S中任取一矩阵B 现证
1T BT−

也是对角阵  

设
1T BT− ( )ijβ= 由于 A B与 可交换 所以

1T AT−
与

1T BT−
也可交换  

即               
1 1

( ) ( )

n n

A A

ij ij

A A

O O

O O

λ λ

β β
λ λ

   
   

=   
   
   

% %             (19) 

将(14)具体写出 即得  

  

1 21 1 1

2 2 2 1 2

1 2

11 12 111 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

n

n

n n n n

A A A nA A A n

A A A n A A A n

A n A n A nn A n A n A nn

λ β λ β λ βλ β λ β λ β

λ β λ β λ β λ β λ β λ β

λ β λ β λ β λ β λ β λ β

  
  
   =   
  

   
   

""

" "
" " " " " " " "

" "

 

由此得  

            
1A ij Aj ijAλ β β=        , 1, 2, , .i j n= "  

即    ( ) 0
i jA A ijλ λ β− =  

由于假设
i jA Aλ λ≠ i j≠  所以 

                 0,ij i jβ = ≠  

即  ( )ijβ 为对角阵 由于B为 S中任取的一矩阵 这就证明了 S中的所有矩阵已同时

对角化  
 

其次 设 A之特征根有重根 为简单起见 不妨设
1 2 0A Aλ λ λ= = 而其余 2n − 个特征

根
3
, ,

nA Aλ λ" 则两两不相等  

设此时 3

0

0

1

n

A

A

O
T AT

O

λ
λ

λ

λ

−

 
 
 
 =
 
 
  
 

%
相应的基为 1, , nf f"  

我们将 n维线性空间V 分解成 1 2V V⊕ 其中 1V 以 1 2,f f 为基 2V 以 3, , nf f" 为基  
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任取一B S∈ 则不难证明 3

11 12

21 22

1

n

B

B

O
T BT

O

β β
β β

λ

λ

−

 
 
 
 =
 
 
  
 

%
 

现在在 1V 中选取合适的基 1 2{ , }g g 将
11 12

21 22

β β
β β

 
 
 

对角化为
1

2

B

B

O

O

λ

λ
 
  
 

于是若以

1 2 3{ , , , , }ng g f f" 为基 则 A与 B 相应之矩阵均已对角化 因 A在 1S 部分的矩阵为

0

0

O
O
λ

λ
 
 
 

所以对 1V 中任意一组基 其相应的矩阵均为同一对角矩阵
0

0

O
O
λ

λ
 
 
 

 

如此继续用上述方法处理 S中其他矩阵 即使 S中所有矩阵同时对角化 这就证明了

充分性  
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附录 3   实问题的复化方法 
 
数学上有一些纯属实数范围中的问题 但若囿于实数域中讨论问题就很难解决 甚至无

法解决 但一旦解放思想将问题延拓 扩展到复数域中来考虑 就能找到有效的解决方法

例如 要计算积分
0

sin xdx
x

∞

∫ 这纯粹是一个实数域上的问题 直接计算是比较困难的 但

若将问题延拓到复平面上 则利用复变函数的方法就很容易求得此积分之值  

又如要证明方程
3 3 3x y z+ = 没有非零整数解 3n = 的 Fermat问题 尽管这是一个

纯粹的实问题 但是它的证明方法却必须在复数域中进行讨论 而且对此问题 到目前为止

还没有找到涉及复数的证明方法  

在我们要讨论的 Lie代数的分类与结构问题中 实问题的复化方法也是其中重要的一

步 因为我们所讨论的 Lie群其流形均为实流形 广义坐标为实数 因而其切向量空间是

实向量空间 在其中任意取定一组基 其坐标必为实数 对向量的运算也只能用实数相乘

线性变换对应的矩阵一定是实矩阵 实矩阵的特征方程系数一定是实数 但其根却可能是复

数 由这种复的特征值解得的特征向量的分量也是复数 也就是说不是实向量空间中的向量

或者说在实向量空间中无解 因而无法将这种矩阵对角化 为此 必须采用实问题复化的方

法 将实向量空间构成的实 Lie代数复化成复向量空间上的复 Lie代数 然后再来实施矩阵

对角化化简的方法 具体做法如下  

设 g 为 一 实 Lie 代 数 在 g 中 任 意 取 定 一 组 基 1{ , , }nX X" 则

1

, .
n

j
j

j
X X x X

=

∀ ∈ =∑g 这里
1 2, , , nx x x R∈" 反之 任取一组

1 2, , , nx x x R∈" 则

1

n
j

j
j
x X

=
∑ 必为g中一元素 向量 g中的 Lie乘法由其结构常数确定  

1
1

[ , ] ( , 1, 2, , )
n

k
j ij k

k
X X C X i j n

=

= =∑ "   这里 , , 1, ,{ }k
ij k i j nC = " 均为实数  

现构造复 Lie代数g 实 Lie代数g之复化  

1
{ ( ) |, , , 1, 2, , }
n

k k k k k

k
x iy X x y k n

=

= + ∈ =∑ "g  

也就是说g 是形式上由 1, , nX X" 的一切复系数的线性组合构成 在g 中定义加法
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与数量 复数 乘法如下  

1 1 1
1

2 2 2
1

( )

( )

n
k k

k
k
n

k k
k

k

x iy X

x iy X

=

=

= + ∈

= + ∈

∑

∑

g

g
 

a a bi= + ∈  

将 1 1
k kx iy+ 2 2

k kx iy+ 分别记为 1
kz 与 2

kz  

1 2 1 2
1
( )

n
k k

k
k
z z X

=

+ == + ∈∑
def.

g  

1 1
1

n
k

k
k

a z Xα
=

== ∈∑
def.

g  

我们又可将g 中任一元素
1 1

( )
n n

k k k k
k

k k
z X x iy X

= =

= = +∑ ∑ 写成  

1 1
.

n n
k k

k k
k k
x X i y X X iY

= =

= + = +∑ ∑  

这里 ,X Y ∈g  

现在在g 中定义 Lie乘法如下  

将 1与 2 分别写成 1 1 1 2 2 2,Z X iY Z X iY= + = +  

1 2 1 1 2 2
.

1 2 1 2 1 2 2 1

[ , ] [ , ]

[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]
def

Z Z Z X iY X iY

X X Y Y i X Y i X Y

= = + +

= − + + ∈g
 

对复 Lie代数g 进行化简 分类时 就可以充分发挥矩阵对角化的技巧 不会再像实

Lie代数中发生特征根是复数的困难 但这里还存在一个关键问题 我们研究的对象是实

Lie代数 但用上面复化方法得到的结果却是对复 Lie代数而言 这两者之间有什么关系

我们已看到了从一个实 Lie代数出发 通过复化的方法可以得到唯一的一个复 Lie代数 表

面上看来我们提出的方法与基的选取有关 但可证明 取任意二组基复化所得的二个复 Lie

代数一定是同构的 但可以证明本质不同的几个实 Lie代数 即几个互不同构的实 Lie代

数 其复化的结果却可以是同一复 Lie代数 例如 特殊酉群 ( )SU n 行列式为 1 的酉矩

阵所构成的 Lie群 的 Lie代数 ( )su n 与特殊线性群 ( , )SL n 的 Lie代数 ( , )sl n R 是两个不
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同构的实 Lie代数 但它们的复化却是同一复 Lie代数 ( , )sl n 复特殊线性群 ( , )SL n

的 Lie代数 对单 Lie代数这一问题也已完全解决 我们已经弄清楚 一个典型的复单 Lie

代数 究竟对应哪几个互不同构的实单 Lie代数 这样就完全解决了实单 Lie代数的分类问

题 具体的做法见讲义 六 Lie代数的分类与结构  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 




