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一 本文介绍

在工程控制中，卡尔曼滤波占用非常重要的地位，尤其是在对平衡性要求比较高的应用场景中，如何

对传感器得到的数据进行去噪是一件非常重要的事。我在阅读互联网和书本上的资料时，感到现有的资料

中，要么理论证明难以读懂，对初学者不友好；要么虽然比较通俗，但符号定义混乱，且没有详细的推导

过程；有很多文章作者本身对卡尔曼滤波也不甚了解，因此推导中有很多本质性错误。

基于现有资料并不很好的现状，本文将提供一个全面的、层层递进的卡尔曼滤波算法的详细的介绍，

不但有最直观的理解，还会有严格的理论推导过程。

本文不但包含直观的卡尔曼滤波理解。还有原理和公式的推导，关于扩展卡尔曼滤波以及一些具体的

示例和应用可以参考 Dezeming Family 的其他文章。

二 通过经验估计来修正传感器测量值

2 1 简单的控制场景

考虑你要养热带鱼，需要一个水温恒温 30 度的系统。这个系统里，包含有下面这些物件：鱼缸、水、
加热棒（加热棒里有温度传感器和加热管）。

影响鱼缸水温的因素有哪些？主要是外界环境（空气温度、是否往鱼缸里加了一部分水）和加热棒的

工作状态。

一个最简单的思路就是使用温度计测温，然后根据温度计的变化来调整加热棒的工作状态。比如，温

度低于 30 度就加热，高于 30 度就停止加热，这样看起来简单又可靠，这也是现在很多加热棒都是这么工
作的——水温有轻微的温度波动并不会杀死鱼。

2 2 复杂的控制场景

考虑还是恒温系统，但此时此刻你的工作内容是研究某特定温度下融化的金属，你的加热工具必须持

续工作，否则金属会很快凝固。此时，温度传感器不能直接放在金属中去测量，这样会直接烧坏温度传感

器，因此，你的温度计只能放在容器边缘，因此会没有那么准确，而且很容易受到外界的干扰。

此时，我们需要控制加热工具的功率，但我们很难完全相信温度传感器得到的温度。我们可以去预测

一个温度，比如当前温度是 1000 度，我们根据一些经验公式来预测出下一秒的温度会变为 999 度。而到
了下一秒，温度传感器却测出温度是 1002 度。到底应该相信是 999 度还是 1002 度？那么卡尔曼滤波给
出了答案：都相信，但每个数值相信的程度不同。

换句话说，如果我们更相信我们的先验知识模型，我们就更倾向于相信当前温度是 999 度；反之，我
们更相信传感器，就倾向于更相信当前温度是 1002 度。至于我们应该更相信谁，在卡尔曼滤波中，这是
一个用户可以调节的参数。

于是，我们可以简单理解为：滤波输出 = 经验模型估计值 × 权重 1 + 真实传感器测量 × 权重 2；其

中，权重 1 + 权重 2 = 1。如何计算这个权重，卡尔曼滤波给出了答案。

2 3 时间间隔

真实的系统一般都是离散控制系统，我们能够感受到，要使得这种“经验分析 + 传感数据共同得到
最优估计”的方案要能够很好的工作，则需要保证传感器响应和分析的速度要快。

连续性不足，比如你的温度处理每隔一分钟测一次，可能一分钟之后温度变化会非常大，你的经验模

型不再起任何作用（时间已经长到你的经验模型难以估计出当前准确温度），你只能去选择完全相信传感

器，因此，最好的估计时间间隔要尽量小，比如 1 秒一次。
不同的系统，这种时间间隔的要求也会有所不同。比如二轮平衡小车，我们希望对陀螺仪的数据进行

滤波，但如果我们间隔时间太长，比如隔着一秒才估计一次，那可能小车一秒钟的时候就已经倒了，此时

前一秒估计的值将不再有参考价值。
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2 4 简单的总结

在通过公式来介绍卡尔曼滤波之前，我们进行一下总结。我们当前是一个不断工作的系统，我们需要

不断测量系统的某些状态。这个测量过程其实是递归的（参考《递归最小二乘法》），即当有新的观测数据

进来后，需要更新当前状态值。

卡尔曼滤波的解释：当最优前估计值 ⇐ 上一次估计值 + 系数 × (当前测量值 - 根据经验估计的当前
状态值)。

三 卡尔曼滤波的直观理解

我们希望构建一个小车匀速直线运动系统，此时系统中有一个小车，有小车的测速装置，有检测小车

移动距离的

小车的位置估计可以写为：

xt = xt−1 + vt−1∆t+
1

2
at(∆t)2 (三.1)

其中，xt 表示当前时刻小车总共前进的距离，xt−1 表示小车上一个时刻前进的距离，at 表示当前时刻的

加速度（与施加的力有关），vt−1 表示上一个时刻的速度。小车的速度可以表示为：

vt = vt−1 + at∆t (三.2)

3 1 状态方程

在这个系统中，小车的状态量有两个值，一是小车前进的距离 x，二是小车的速度 v：

xt =

[
xt

vt

]
(三.3)

我们可以把状态写成状态方程： [
x−
t

v−t

]
=

[
1 ∆t

0 1

][
x̂t−1

v̂t−1

]
+

[
1
2
(∆t)2

∆t

]
at (三.4)

注意上标 − 表示根据先验模型预测的结果，上标 ̂ 表示上一次的最优估计结果。上式可以简写为：

x−
t = Ftx̂t−1 + Btat (三.5)

注意这里的状态矩阵 Ft 代表了我们的先验知识。我们当前有两个状态（距离和速度），所以是 2× 2 的矩

阵；如果有 N 个状态，那么这个状态矩阵就是 N ×N 大小的矩阵。

Bt 是控制矩阵，at 相当于我们施加的控制效果，比如加大油门，小车就会加速。施加的作用 a 乘以

控制矩阵，作用到状态上，就会改变状态。我们可以想象，如果没有控制矩阵 Bt 和控制项 at 的作用，小

车就是按照匀速在前进：

x−
t = x̂t−1 + v̂t−1∆t

v−t = v̂t−1 (三.6)

注意此时的系统假定是无摩擦阻力的匀速运动系统；也可以是该系统有一个稳定的功率，使得小车在没有

控制 Bt 和 at 的时可以保持匀速运动（当然也不是绝对的匀速，速度大小也有一定的噪声，噪声符合高斯

分布，距离和速度都是状态量）。

这个状态方程是我们根据先验知识得到的，用于给定上一个时刻的值 x̂t−1 来预测下一时刻的值。我

们知道，我们的系统本身也是符合这个特征的，但是会包含误差，所以系统真实值 xt 相对于上一次系统

真实值 xt−1 而言，除了控制和状态转移矩阵的作用外，还需要加一个误差变量 wk（过程噪声）：

xt = Ftxt−1 + Btat + wt (三.7)
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我们需要再次强调这一点。系统自身的这种性质和我们的先验估计看着有点相似：

xt = Ftxt−1 + Btat + wt (三.8)

x−
t = Ftx̂t−1 + Btat (三.9)

上式第二行是我们根据上一次估计得到的最优估计值 x̂t−1 与本次先验估计 x−
t 之间的关系，上式第一行

则是上次的真实值 xt−1 与本次真实值 xt 之间的关系。有些文章里会错误的把这两个内容混用，这里我们

强调一下，第一行与系统本身有关，与预测无关；第二行与预测有关，但是你无法预测当前状态的噪声，

所以没有噪声项。

3 2 观测方程

我们不能完全依靠系统状态的方程来得到下一时刻的信息，因为总是存在外在因素来干扰，我们又不

知道 wt 是怎么干扰系统的，所以需要借助传感器测量。观测值肯定与当前状态存在某种关系，我们考虑

的只是线性系统，所以关系符合线性关系：

y.
t = Hx−

t + vt (三.10)

注意，我们观测到的值其实 y.
t，我们假设这个 y.

t 跟状态 x−
t 要符合上述关系，这里的上标 · 表示观测值。

H 可以称为观测矩阵，vt 表示观测噪声。举个例子，如果我们使用超声波测距，且使用电磁编码器测速度，

那么测量得到的 yt 和 xt 一样，都包含了距离和速度，也就是说：

y.
t =

[
1 0

0 1

]
x−
t + vt (三.11)

当然，或许我们只观测了距离，因此：

y.
t =

[
1 0

]
x−
t + vt (三.12)

此时噪声量 vt 是一个标量。

总的关系式可以用图示来表示（注意，这并不是一个流程，而是一个关系，用来表示预测值和观测值

的内在联系）：

状态方程 + 观测方程称为“状态空间表达式”。
另外需要注意的是，观测值 y.

t 和真实值 xt 之间也应该符合这么一个关系：

y.
t = Hxt + vt (三.13)

这里的 vt 同样表示高斯分布噪声。这里的 vt 和前面的 vt 未必是同一种高斯分布，只是都用符号 vt 来表

示观测噪声。

3 3 协方差矩阵

我们现在有了当前系统的估计值 x−
t 和观测值 y.

t，我们如何利用这两个值来得到当前系统的最优估计

值呢？经过一系列比较复杂但是并不难的推导（我们会在后面的章节进行描述），可以得到最优估计关系

式，在此之前，从直观理解的角度，我们先思考一下各个量之间的误差关系。

首先我们知道状态方程的估计是有误差的，而且对于 N 个状态（比如前面同时包含了速度和距离的

两个状态），不但每个状态自己都有噪声方差，它们之间也有一些关系（比如速度和距离其实存在某种线
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性关系），这些方差关系可以用协方差矩阵来描述（描述不同分布之间的关系）。

cov(xt, xt) =

[
cov(x−

t , x
−
t ) cov(x−

t , v
−
t )

cov(v−t , x
−
t ) cov(v−t , v

−
t )

]
(三.14)

自身与自身的协方差其实就是方差：

cov(x−
t , x

−
t ) = var(x−

t , x
−
t ) (三.15)

如果我们有上一次状态估计的协方差矩阵 Pt−1，根据状态转移矩阵 Ft 我们就可以计算出本次估计的

协方差矩阵 P−
t ，注意本次估计的协方差矩阵 P−

t 也是有估计误差的。

协方差矩阵如何作为最优估计的参数，以及具体怎么根据上一次估计的协方差矩阵 Pt−1 求出本次估

计的协方差矩阵 P−
t 将会放在后面的原理推导部分。

为什么需要协方差矩阵？从结果来说，协方差矩阵是用于进行最优估计的手段，进行最优估计需要协

方差矩阵作为参数（因为我们知道估计和观测都是有噪声的，所以最优估计肯定需要考虑这些噪声，也就

需要一个参数来衡量噪声对最优估计的作用，这个参数就是协方差矩阵）。

3 4 通过状态和观测来估计

现在，我们需要根据估计值 x−
t 和观测值 y.

t 来得到最优估计。先给出最优估计的式子：

x̂t = x−
t + Kt

(
y.
t − Hx−

t

)
(三.16)

注意前面说过 H 是观测矩阵，Kt 叫做“卡尔曼增益”，相当于估计值和观测值的混合权重。经过一系列推

导，Kt 的表示如下：

Kt =
P−

t HT

HP−
t HT + R

(三.17)

其中 R 表示观测噪声的协方差矩阵。
根据上面计算最优估计 x̂t 的式子中，我们可以看出，最优估计与状态方程协方差矩阵、当前估计值

和当前观测值都有关系。括号里的部分
(
y.
t − Hx−

t

)
表示估计值和观测值的差值。当观察噪声的协方差矩

阵 R 的值越大（传感器噪声越大），则 Kt 就越小，表示此时观察值和估计值的差的作用性就越小，最优

估计更接近于估计值。

另外注意，H 矩阵一定要是可逆的，因为如果不可逆，说明我们选择的观测量中的某些量之间呈倍数
的关系，则属于重复观测量。比如你的观测量中的两个量都是距离，一个量是速度，则 H 矩阵就是：

y.
t =


x.
t

x.
t

v.t

 =


1 0 0

1 0 0

0 0 1



x−
t

x−
t

v−t

+ vt (三.18)

此时的 H 矩阵就不是一个可逆矩阵了。

3 5 卡尔曼滤波的适用条件

前面说了这么多，我想大家应该能感受到卡尔曼滤波应该主要应用于线性系统，且系统的噪声（波动）

需要符合高斯分布；注意这里的噪声不但包括传感器测量噪声，还包括估计噪声。

所谓线性系统，需要满足叠加性和齐次性。也就是该系统需要满足：

input x1 → output y1

input x2 → output y2

=⇒ input a× x1 + b× x2 → output a× y1 + b× y2 (三.19)

或者通俗点，输入增加几倍大小，输出也就增加几倍大小。

关于高斯分布其实有很多值得掌握和了解的地方，我们并不展开介绍。下一章节我们会推导卡尔曼滤

波的所有公式。
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四 原理推导

我们这里先给出卡尔曼滤波的五个公式，见 table 1。

表 1: 卡尔曼滤波公式组

预测公式 校正公式

先验估计 (1)：x−
t = Ftx̂t−1 + Btat 卡尔曼增益 (3)：Kt =

P−
t HT

HP−
t HT+R

先验误差协方差 (2)：P−
t = FtPt−1Ft + Q 后验估计 (4)：x̂t = x−

t + Kt

(
y.
t − Hx−

t

)
更新误差协方差 (5)：Pt = (I − KtH)P−

t

注意先验估计 (1) 中不含有噪声变量（因为我们并不知道噪声具体是多少，我们估计的时候也不会把
随机噪声加到估计值中），加上噪声的先验估计其实相当于是真实值：

xt = Ftx̂t−1 + Btat + wt (四.1)

我们在前面已经了解到了先验估计公式和后验估计公式，以及观测状态关系式 (6)：

y.
t = Hxt + vt (四.2)

目前还剩三个公式需要推导：先验误差协方差公式、卡尔曼增益公式以及更新误差协方差公式。

4 1 先验误差协方差估计公式

4 1.1 方法一

在推导如何根据上一次的协方差矩阵得到当前协方差矩阵之前，先给出一个关于协方差性质的公式：

cov(Ax + c,Ax + c) = Acov(x, x)AT (四.3)

这里的 A 表示作用于一个矩阵，c 表示某个常量。设：

Pt−1 = cov(x̂t−1, x̂t−1) (四.4)

当 x 表示 Ftx̂t−1 +Btat +wt 时，由于 Btat 是一个无噪声的常量，wt 是符合高斯分布的噪声量，所以 P−
t

可以写为：

P−
t = cov(Ftx̂t−1 + Btat + wt,Ftx̂t−1 + Btat + wt)

= Ftcov(x̂t−1, x̂t−1)FT
t + cov(wt,wt)

= FtPt−1Ft + Q (四.5)

4 1.2 方法二

我们也可以定义误差符号 e−t = xt − x−
t 表示先验概率误差，先验估计协方差矩阵 P−

t 可以写为

E(e−t (e−t )T ) 的形式，也就是 e−t (e−t )T 矩阵中每个元素的期望。
当我们把 e−t 展开时，真实值 xt 要写为这种形式：

xt = Ftxt−1 + Btat + wt (四.6)

x−
t 要写为这种形式：

x−
t = Ftx̂t−1 + Btat (四.7)

这是因为一个与系统自身有关，一个与我们的估计有关（在第三章第一节的最后“状态方程”部分我进行

了强调）。

之后再简单推导就能得到结论了。
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4 2 卡尔曼增益公式

卡尔曼滤波中，推导最麻烦的部分是卡尔曼增益，这里面涉及比较多的概率分布、矩阵微积分的内容，

但基本流程并不难。

t 时刻的估计状态为 x̂t，设实际真实状态是 xt，估计存在一定的噪声，设估计值与真实值之间的差值

为 et = xt − x̂t，该误差值符合高斯分布，均值为 0（差值是一个向量，每个元素是各个状态的估计值和真

实值的差）。我们按照前面的小车前进的例子：

et =
[
e1

e2

]
=

[
xt

vt

]
−

[
x̂t

v̂t

]
(四.8)

根据误差的分布，得到误差的协方差矩阵为：

Pt = E(eteTt ) =
[
cov(e1, e1) cov(e1, e2)

cov(e2, e1) cov(e2, e2)

]
(四.9)

我们希望寻找合适的 Kt，使得方差最小，也就是协方差矩阵的迹 cov(e1, e1) + cov(e2, e2) 最小。换言之，

希望矩阵 Pt 的迹（对角线元素之和）最小。

我们把 x̂t 的估计式（后验估计 (4) 式）和观测状态关系式 (6) 代入到 xt − x̂t 中，就能得到：

et = xt − x̂t = (I − KtH)(xt − x−
t )− Ktvt

= (I − KtH)e−t − Ktvt (四.10)

注意这里的 (xt − x−
t ) 表示为先验估计误差 e−t 。因此：

Pt = E(eteTt )

= E
[
(I − KtH)e−t (e−t )T (I − KtH)T

]
− E

[
(I − KtH)e−t vT

t KT
t

]
− E

[
Ktvt(e−t )T (I − KtH)T

]
+ E

[
KtvtvT

t KT
t

]
(四.11)

注意，当两个变量 A 和 B 互相独立，则 E(AB) = E(A)E(B)。而观测噪声 vt 和状态估计噪声 e−t 是相
互独立的，所以：

E
[
(I − KtH)e−t vT

t KT
t

]
= (I − KtH)E

[
e−t

]
E
[
vT
t

]
KT

t = 0 (四.12)

也就是前面的式子中第二三项都是 0，另外，E
[
e−t (e−t )T

]
= P−

t ，E
[
vtvT

t

]
= R：

Pt = E
[
(I − KtH)e−t (e−t )T (I − KtH)T

]
+ E

[
KtvtvT

t KT
t

]
= P−

t − KtHP−
t − P−

t HTKT
t + KtHP−

t HTKT
t + KtRKT

t (四.13)

该式的第二项 KtHP−
t 和第三项 P−

t HTKT
t 互为转置（P−

t 是协方差矩阵，是一个对角线对称矩阵），所以

迹相同：

tr(Pt) = tr(P−
t )− 2tr(KtHP−

t ) + tr(KtHP−
t HTKT

t ) + tr(KtRKT
t ) (四.14)

对迹求导，原理见矩阵微积分相关内容，这里给出结论：

d tr(AB)

d A = BT

d tr(ABAT )

d A = 2A(B + BT )

可以得到：

d tr(Pt)

d Kt

= 0− 2(HP−
k )

T + 2KtHP−
t HT + 2KtR = 0 (四.15)

因此：

Kt =
P−

t HT

HP−
t HT + R

(四.16)
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4 3 更新误差协方差公式

我们上一节已经得到了 Pt 的公式，以及 Kt 的表达式，因此，将 Kt 代入到 Pt 中，化简得到：

Pt = (I − KtH)P−
t (四.17)

五 总结

至此，本文已经将卡尔曼滤波的很多方面都进行了解释和阐述。然而，这里的卡尔曼滤波仅仅是广义

卡尔曼滤波的最简单的情况，对于非线性系统的滤波会更复杂，我们留到后面再慢慢介绍。

由于文章公式确实比较繁琐，出错之处也或许很难避免，还请读者批评指正。
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